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1 EINLEITUNG 
Das zuletzt 2014 geänderte Gesetz für den Ausbau erneuerbarer Energien [1] legt fest, dass 
regenerative Energien gegenüber anderen Energieformen Vorrang haben. Daraus ergeben sich 
für fossil befeuerte Kraftwerke, welche vorher als Grundversorger eingesetzt wurden, neue 
Beanspruchungen und größere Lastwechselzahlen infolge geänderter und flexiblerer Fahrwei-
sen. Dieser Betrieb wurde bei der Auslegung der Bauteile nicht berücksichtigt. Entsprechend 
ergibt sich die Notwendigkeit, die dickwandigen Kraftwerkskomponenten hinsichtlich ihres 
Ermüdungsverhaltens zu untersuchen. Gerade vor dem Hintergrund, dass bereits ein Scha-
densfall als Folge geschädigter Bauteile im Kraftwerk Staudinger auftrat [2], stellt die geän-
derte Belastung neben der Frage eines wirtschaftlichen Betriebs auch ein ernst zu nehmendes 
Sicherheitsrisiko dar. Um beiden Ansprüchen gerecht zu werden, sind Rissfortschrittsuntersu-
chungen sinnvoll. Sie sollen im Ergebnis darüber Auskunft geben, ob ein bei einer Inspektion 
entdeckter Riss den sicheren Betrieb gefährdet oder der Betrieb innerhalb eines gewissen 
Zeitfensters aufrechterhalten werden kann. Dabei sind in einem fossil befeuerten Kraftwerk 
nicht alle Komponenten gleich belastet und folglich auch nicht gleich stark gefährdet. Ein als 
ermüdungsrelevant identifiziertes Bauteil ist das Kugelformstück, welches in dieser Arbeit 
genauer untersucht wurde.  
Für dieses Bauteil ist die Temperatur von zentraler Bedeutung. Mit Schwankungen zwischen 
545°C und 50°C ist die dickwandige Komponente neben der mechanischen einer thermischen 
Belastung ausgesetzt. Somit ist vor allem die Auswirkung dieser thermischen Belastung auf 
den Werkstoff und daraus folgend auf das Rissverhalten zu untersuchen. Eine Einschätzung 
des Einflusses auf das Risswachstum gelingt dabei u.a. mithilfe des Spannungsintensitätsfak-
tors (SIF). Wegen seiner Bedeutung ist die Bestimmung des SIF in verschiedenen Program-
men implementiert. Für einfache Geometrien existieren analytische Lösungen in Programmen 
wie NASGRO [3] oder IWM-VERB [4]. FE-Programme greifen hingegen häufig auf die 
MVCCI-Methode oder das wegunabhängige J-Integral zurück, um den SIF in einem konkret 
modellierten Bauteil unter definierter Belastung zu bestimmen. Da das J-Integral für ebene 
Probleme gilt, erfolgte die Erweiterung auf das M-Integral, welches in ABAQUS [5] und 
FRANC3D [6] angewandt wird. Mithilfe der numerischen Programme ist die Untersuchung 
des Risswachstums im ermüdungsrelevanten Kugelformstück möglich.  
Soll jedoch eine Studie unterschiedlicher Szenarien erfolgen, gestalten sich numerische Simu-
lationen als sehr zeitaufwendig, weshalb die Anwendung einer analytischen Lösung sinnvoll 
ist. Bisher basieren die in den analytischen Tools implementierten Lösungen auf rein mecha-
nischer Belastung oder einem dem Programm zu übergebenden Spannungsverlauf einer nu-
merischen Simulation der rissfreien Struktur. 
Obwohl das Kugelformstück wegen seines realen Einsatzgebietes im Kraftwerk geeignet ist, 
um die Auswirkung thermischer Belastung auf das Risswachstum zu untersuchen, stellt die 
komplexe Geometrie einen weiteren Einflussfaktor auf den SIF dar. Aus diesem Grund wer-
2   1 Einleitung 
den mit der Platte und dem Hohlzylinder zwei weitere Bauteile einfacher Geometrie unter-
sucht. Die Ergebnisse sollen Aufschluss über den Zusammenhang zwischen SIF und Abkühl-
dauer, Anfangs- und Endtemperatur, Wärmeübergangskoeffizient, sowie Wanddicke und 
Bauteilgeometrie geben. Darauf aufbauend werden in dieser Arbeit Methoden zur analyti-
schen Ermittlung des SIF-Verlaufs für charakteristische Punkte der Rissfront in Abhängigkeit 
der Temperaturtransiente entwickelt und hinsichtlich ihrer Eignung gegenübergestellt. Ein 
Anspruch ist dabei, den SIF ausschließlich durch die Angabe der über das abkühlende Medi-
um vorgegebenen thermischen Randbedingungen zu bestimmen. 
Auf der Basis der numerisch oder analytisch ermittelten SIF-Verläufe kann schließlich unter 
Verwendung temperaturabhängiger Rissgeschwindigkeitsdaten eine Restlebensdauer abge-
schätzt werden. Die Ergebnisse können später verwendet werden, um im Rahmen eines Si-
cherheitskonzepts Inspektionsintervalle abzuleiten. 
 
   3 
2 GRUNDLAGEN  
Zur Untersuchung des Ermüdungsrisswachstums ist zunächst das Vorhandensein eines Initial-
risses erforderlich. Ein Riss wird dabei als lokale Materialtrennung in einer Struktur definiert. 
Die Ursachen reichen von Material- und Fertigungsfehlern über zeitlich veränderliche Belas-
tungen bis hin zu Einzelereignissen wie z.B. einem Schlag. Für einen senkrecht zur Belas-
tungsrichtung liegenden Riss in einem ebenen Bauteil lässt sich das Spannungsfeld mit den in 
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beschreiben. Dabei stellt K den Spannungsintensitätsfaktor (siehe Kapitel 2.1) dar. Aus den 
Gleichungen geht hervor, dass die einzelnen Spannungskomponenten eine 1/√r-Singularität 
aufweisen. Sie sind ausschließlich für linear-elastische Risslösungen isotroper homogener 
Körper mit ebenem Spannungs- bzw. Verzerrungszustand gültig.   
 
Abb. 1:  Definition der Spannungskomponenten und des Koordinatensystems in Rissspitzennähe  
Die Verschiebung in der Rissumgebung lässt sich für den vorgestellten Fall in x-Richtung 






































beschreiben. Dabei ist ν die Querkontraktionszahl und E der Elastizitätsmodul. κ entspricht 
für den ebenen Spannungszustand (ESZ) κ = (3-ν)/ (1+ν) und für den ebenen Verzerrungszu-
stand (EVZ) κ = 3-4ν.  
Die beschriebene Singularität des Spannungsfeldes in Rissspitzennähe erfordert die Definition 
einer weiteren Größe. Da in der Praxis üblicherweise kein rein linear-elastisches Materialver-
halten vorliegt, lässt sich aus den Näherungslösungen (1) schließen, dass in einem definierten 
Abstand die Fließgrenze σF überschritten wird, sodass in dem Gebiet um die Rissspitze eine 
lokale Plastizität vorliegt (siehe Abb. 2). Dieser Bereich wird als plastische Zone bezeichnet, 
deren Abmessung über ω definiert ist. Eine Ableitung der Größenordnung der plastischen 
Zone nach IRWIN ist entsprechend Abb. 2 über den linear-elastischen Spannungsverlauf nach 
Gl. (1) und den elastisch-ideal plastischen Verlauf bei Anwendung einer geeigneten Hypothe-
se zur Ermittlung der Vergleichsspannung σV möglich. Dabei wird die Kurve elastisch-
plastischen Materialverhaltens so verschoben, dass die rot schraffierten Flächen 1 und 2 die 
gleiche Größe besitzen. Der Schnittpunkt aus Fließgrenze und linear-elastischem Spannungs-
verlauf ergibt die plastische Risslängenkorrektur apl. Das Zweifache der Risslängenkorrektur 
ergibt die Abmessung der plastischen Zone ω = 2apl. Weiterführende Informationen zur Ab-
schätzung der plastischen Zone finden sich in [7-10]. Liegt eine plastische Zone vor, welche 
gegenüber der Risslänge klein ist, spricht man von der linear-elastischen Bruchmechanik 
(LEBM). Sie findet in der vorliegenden Arbeit Anwendung.  
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2.1 Spannungsintensitätsfaktor  
Ein Riss bewirkt eine starke Kraftflussumlenkung, welche lokal ein singuläres Spannungsfeld 
um die Rissspitze bzw. die Rissfront verursacht. Die Intensität des singulären Spannungsfel-
des in der Rissspitzenumgebung lässt sich im Rahmen der LEBM über den Spannungsintensi-
tätsfaktor (SIF) beschreiben.  
Der SIF hängt dabei von der äußeren Belastung des Bauteils, der Rissgeometrie, der Risslage 
bzw. –orientierung zur Beanspruchung, der Bauteilgeometrie sowie der Lasteinleitung ab. 
Entfernen sich die Rissufer bezüglich der Rissebene infolge einer Normalbeanspruchung 
symmetrisch voneinander, spricht man von einer Mode I-Beanspruchung (siehe Abb. 3a), 
welche sich an der Rissspitze über den Spannungsintensitätsfaktor KI quantifizieren lässt. Ei-
ne solche Beanspruchung kann z.B. durch Zug oder Biegung verursacht werden. Mode II um-
fasst alle Beanspruchungen, welche ein entgegengesetztes Gleiten der Rissoberflächen in 
Richtung des Risses bewirken (Abb. 3b). Dies entspricht einer Schubbeanspruchung. Nicht-
ebene Schubbeanspruchungszustände haben ein Gleiten der Rissoberflächen quer zur Riss-
richtung zur Folge und entsprechen damit einer Mode III-Beanspruchung (Abb. 3c). Die zu-
gehörigen SIF sind KII bzw. KIII. In der Praxis treten diese Rissbeanspruchungsarten häufig 
gekoppelt auf. Bei einer Überlagerung unterschiedlicher Rissbeanspruchungsarten wird von 
einer Mixed-Mode-Beanspruchung gesprochen. [7] 
 
Abb. 3: Rissbeanspruchungsarten der Bruchmechanik:  
a) Mode I,  
b) Mode II- und  
c) Mode III-Beanspruchung [7] 
2.2 Methoden zur Bestimmung des Spannungsintensitätsfaktors 
Allgemein setzt sich der SIF aus der Beanspruchung, der Risstiefe a, sowie einem Geomet-
riefaktor Y (siehe Kapitel 2.4) zusammen. Für die unterschiedlichen Modi ergeben sich daraus 
die folgenden Zusammenhänge: 
KI = σ·√π·a·YI (3) 
KII = τ·√π·a·YII (4) 
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KIII = τZ·√π·a·YIII (5) 
Die Spannung σ entspricht der Belastung des Bauteils und kann sich somit auch aus einer 
Kraft oder einem Moment ergeben. Der Geometriefaktor Y beinhaltet nicht nur den Einfluss 
der Bauteilgeometrie, sondern berücksichtigt zusätzlich die Risslage und die Art und den Ort 
der Lasteinleitung. Bei reiner Mode II-Beanspruchung wird der Riss auf Schub beansprucht, 
was sich im SIF in der Schubspannung τ wiederspiegelt. Diese kann sich aus einer ebenen 
Schubbelastung des Bauteils, aber auch aus einer Querkraft ergeben. Im Falle der reinen Mo-
de III-Beanspruchung liegt eine nichtebene Schubspannung τz vor, welche sich beispielsweise 
aus einem Torsionsmoment ergibt. [7] 
Im Falle einer Mixed-Mode-Beanspruchung ist der sogenannte Vergleichsspannungsintensi-











2  (6) 
Weitere Ansätze zur Bestimmung sind in [14, 15] vorgestellt. 
Für die Bestimmung des SIF kann auf direkte und indirekte Methoden zurückgegriffen wer-
den [16]. Die direkten Methoden verwenden die Nahfeldgleichungen (1) und (2) zur SIF-
Ermittlung. In den indirekten Methoden finden die Energiefreisetzungsrate und das J-Integral 
Anwendung. [17] 
2.2.1 Energiefreisetzungsrate 
Eine weitere Möglichkeit, die Rissbeanspruchung zu beschreiben, ist die Energiefreisetzungs-
rate G nach IRWIN [7, 8, 18]. Sie ergibt sich aus der Annahme, dass die bei einer Risserwei-
terung um da freigesetzte elastische Energie dU den Bedarf an erforderlicher Oberflächen- 
und möglicher Verformungsenergie deckt. Somit ist G für ebene Rissprobleme mit einer Riss-





Bestimmen lässt sich die Energiefreisetzungsrate über die Arbeit dW, die erforderlich ist, um 
einen Riss um ein Teilstück dx zu schließen. Sie entspricht bei elastischer Verformung der 
Rissausbreitungsenergie und kann über die Spannung σy(x) und die Rissverschiebung v(x) 
(siehe Abb. 4) ermittelt werden. Die Betrachtung einer Druckkraft  
Fy(x) = -σy(x) dx (8) 
statt der Spannung σy(x) an der Rissoberfläche (Abb. 4b) führt für eine Scheibe der Einheits-
dicke 1 zu 
dW  = 2·
1
2
·dFy·v(x) = -σy(x)·v(x)·dx (9). 
 Für das Schließen des Risses um die Länge da folgt daraus 
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Abb. 4: a) Darstellung der Spannungsverteilung σy(x) und Rissöffnungsverschiebung v(x) bei einer 
Risserweiterung um da für die Anwendung des Rissschließungsintegrals bei reiner Mode I-
Beanspruchung 
b)  Berechnung der Rissschließungsarbeit mit dFy und v(x) in einer Scheibe [7] 




























Liegt ein räumliches Problem vor, findet eine Risserweiterung um eine Fläche dA statt. Ent-





definiert. Über die Berechnung der Rissschließungsarbeit W lässt sich eine numerische Er-
mittlung der Energiefreisetzungsrate gut umsetzen. Unter Verwendung der Finite-Elemente-
Methode (FEM) werden die Knotenpunktkräfte Fi und –verschiebungen ui in den Koordina-
tenrichtungen x, y und z entsprechend Abb. 5 ermittelt und direkt in beispielsweise die modi-
fizierten Rissschließungsintegralmethode (MVCCI, [19-21]) eingesetzt. So lassen sich für 
beliebige Mixed-Mode-Beanspruchungen an der Rissfront Aussagen über die Spannungsin-
tensität treffen. Für o = [x, y, z] gilt mit 
a) b) 























 z (18) 
Damit ist das Produkt aus Δtk und Δa die Rissflächenerweiterung dA. 
 
Abb. 5: Kenngrößen zur Bestimmung der Energiefreisetzungsrate bei Verwendung der Finite-
Elemente-Methode (FEM) [7] 
Eine Überführung der SIF der einzelnen Modi in die Energiefreisetzungsrate ist durch feste 























2  (22) 
Liegt eine Mixed-Mode-Beanspruchung vor, lässt sich G aus der Summe der Energiefreiset-
zungsraten der einzelnen Modi berechnen: 
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Für reine Mode I, II bzw. III-Beanspruchung lassen sich die SIF durch Umstellen der Glei-
chungen (19)-(21) bestimmen. [7] 
2.2.2 J-Integral 
Eine weitere Größe zur Beschreibung der Rissbeanspruchung ist das RICEsche Linienintegral 
([8, 24]), das sogenannte J-Integral (Abb. 6), mit geschlossenem Integrationsweg um die 
Rissspitze: 





  (24). 
Dabei sind 𝜎  der Spannungsvektor und ?⃗?  der Verschiebungsvektor auf dem Integrations-
weg C mit ds als Wegkoordinate. ?̅? ist die elastische Energiedichte, welche sich über den 







Abb. 6: Schematische Darstellung des Integrationsweges C des J-Integrals mit dem 
tor 𝜎 , dem Verschiebungsvektor ?⃗?  und der Wegkoordinate ds [7] 





= G (26) 





 2= G (27) 
10   2 Grundlagen 
für den EVZ. [7] 
Im Gegensatz zu G und K, welche ausschließlich für linear-elastisches Materialverhalten de-
finiert sind, darf das J-Integral auch durch plastisch verformtes Gebiet verlaufen. In der elas-
tisch-plastischen Bruchmechanik (EPBM) beschreibt das J-Integral die Intensität des 
Rissspitzenfeldes in einem verfestigenden elastisch-plastischen Material innerhalb der plasti-
schen Zone. Aufgrund der plastischen Deformationstheorie sind Wegunabhängigkeit und 
Eindeutigkeit von J solange gewährleistet, wie die Belastung monoton auf proportionalen 
Belastungspfaden ansteigt. Entsprechend ist die Anwendbarkeit des J-Konzepts im Rahmen 
EPBM auf stationäre Risse unter monotoner Belastung begrenzt. [25] 
Das J-Integral findet vor allem in der FEM Anwendung. Voraussetzung ist eine Vernetzung, 
die einen geschlossenen Integrationsweg gewährleistet. Das bedeutet, die den Integrationsweg 
betreffenden Elemente müssen benachbart sein. In vielen numerischen Programmen sind mitt-
lerweile Algorithmen zur Bestimmung des J-Integrals implementiert, welche zu diesem 
Zweck eine Vernetzung der Rissspitze entsprechend Abb. 7 erfordern. Während es sich bei 
den weiß hinterlegten Elementen des ebenen Problems um gewöhnliche Viereckelemente 
handelt, befinden sich in der grauen Kreisfläche sogenannte Rissspitzenelemente – in diesem 
Fall kollabierte isoparametrische 8-Knotenelemente (Abb. 7, links). Das bedeutet für das in 
Abb. 7 mittig dargestellte Viereckelement mit quadratischem Lösungsansatz (Zwischenknoten 
5-8), dass die Rechteckseite an der Rissspitze mit den Knoten 1, 8 und 4 so umdefiniert wird, 
dass diese Knoten auf einen Einzelnen zusammenfallen. Darüber hinaus sind die Knoten 5 
und 7 auf eine Viertelposition zu verschieben.  
 
Abb. 7: Definition von Rissspitzenelementen (in Anlehnung an [25]) 
Für ebene Probleme ergeben sich aus dieser Elementdefinition die für die elastische Nahfeld-
gleichung erforderlichen 1/√r-Singularitäten und ein konstanter Verzerrungsansatz, welcher 
für das Konvergenzverhalten sowie die Berücksichtigung thermischer Dehnungen notwendig 
ist. Im Falle einer räumlichen Anwendung können die beschriebenen ebenen Elemente in 
Richtung der Rissfront zu einem Prisma ausgedehnt werden. Entsprechend handelt es sich bei 
diesen Elementen um knotendistordierte Hexaederelemente oder Pentaederelemente, für wel-
che die erläuterten Singularitätseigenschaften für jede senkrecht zur Rissfront liegende Ebene 
gelten. Um diese Eigenschaften auch für jede senkrecht zur Rissfront liegende Elementkante 
zu erreichen, ist es erforderlich, dass die nicht an der Rissfront anliegenden Elementkanten 
eine Gerade bilden. Alle Zwischenknoten, welche nicht auf die Viertelposition gesetzt wer-
den, sind mittig der jeweiligen Elementkante zu positionieren. Weiterführende Erklärungen zu 
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Neben der geänderten Elementierung erfolgt für die Untersuchung dreidimensionaler Risse 
ebenfalls eine Erweiterung der SIF-Bestimmung über das äquivalente Gebietsintegral (auch 
Domain- oder M-Integral genannt). In diesem Fall wird nicht der Integrationsweg C, sondern 
die geschlossene umhüllende Fläche S verwendet. Diese setzt sich dabei aus den Deckflä-
chen SD, der Mantelfläche SM sowie den Rissflächen SR zusammen (Abb. 8). Die Rissspitzen-
elemente bilden die umhüllende Fläche S0, bestehend aus der zugehörigen Mantel- und den 
Deckflächen.  
 
Abb. 8: Schematische Darstellung der für das Gebietsintegral verwendeten umhüllenden Flächen S 
und S0 (vgl. [25]) 
Unter Anwendung einer Wichtungsfunktion qk ergibt sich für den dreidimensionalen Fall mit 
der Rissspitzenumgebung A und dem umhüllten Volumen V ein Gebietsintegral zu 






Numerisch wird dieses Prinzip im Postprocessing der FE-Simulation umgesetzt. Betrachtet 
man ein beliebiges physikalisches Feld f(x) über das Gebiet V, so erfolgt seine numerische 
Integration durch die Summation über alle zum Gebiet gehörenden Elemente. Die einzelnen 
Elemente werden dabei unter Verwendung der GAUSSschen Integrationsformeln integriert, 
indem die Funktionswerte diskreter Punkte mit den Gewichtsfunktionen multipliziert und 
summiert werden. Detailliertere Ausführungen zum M-Integral sind in [25] zu finden. 
2.3 Ermüdungsrisswachstum  
In der technischen Praxis werden Bauteile üblicherweise jedoch nicht konstant, sondern zeit-
lich veränderlich belastet. Somit folgt aus der zeitabhängigen Spannung σ(t) ein zeitabhängi-
ger Spannungsintensitätsfaktor: 
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Im Falle einer zyklischen Belastung, also dem Vorliegen sich wiederholender Spannungs-
amplituden, ist der zyklische Spannungsintensitätsfaktor ΔK zu betrachten. Er ergibt sich aus 
dem maximalen SIF Kmax und dem minimalen SIF Kmin: 
∆K = Kmax- Kmin (30) 
Die Beschreibung der zyklischen Beanspruchung eines Risses erfolgt außerdem über das 








Während ein negatives R-Verhältnis für eine Zug-Druck-Beanspruchung steht, liegt bei R ≥ 0 
reine Druckbelastung (R > 1) bzw. Zugbelastung (0 ≤ R < 1) vor. 
Liegt ein Riss in einem zyklisch belasteten Bauteil vor, ist dieser zwingend auf seine Ausbrei-
tungsfähigkeit zu untersuchen. Eine maßgebliche Kenngröße ist dabei der Threshold-
wert ΔKth. Mit Überschreiten dieses Wertes, kann sich der Riss ausbreiten. Die zugehörige 
Risstiefe ist ath. Der Riss wächst zunächst stabil, d.h. mit einer vom SIF abhängigen analy-
tisch beschreibbaren Geschwindigkeit da/dN. Überschreitet der Spannungsintensitätsfaktor K 
hingegen die Risszähigkeit KC, aus der sich ΔKC ableiten lässt, wächst der Riss instabil, also 
unkontrolliert. Es kommt schließlich zum Restgewaltbruch (Abb. 9). [7] 
 
Abb. 9: Charakterisierung der Risswachstumsstadien langer Risse  
2.4 Analytische Beschreibung von Spannungsintensitätsfaktorverläufen 
Da numerische Simulationen mitunter sehr arbeits- und zeitaufwendig sind, besteht die Be-
strebung das SIF-Verhalten analytisch zu beschreiben. Für einfache Bauteil- und Rissgeomet-
rien liegen solche Lösungen bereits vor. Basis dieser Lösungen sind Gl. (3)-(5). Risslage, Ge-
ometrie sowie Lasteinleitung gehen dabei in die Geometriefunktion ein. Je nach Komplexität 
des Anwendungsfalls entspricht sie für statische Belastungen einem einzelnen Zahlenwert, 
dem Geometriefaktor oder fasst für zyklische Belastungen als Funktion bspw. eine Kurven-
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nach RICHARD [7, 29] verwendet werden. Dabei ist d die Bauteilbreite bzw. der Durchmes-
ser. Die jeweiligen Konstanten sind für viele Geometrien z.B. in [30] nachzuschlagen. Entwi-
ckelt werden diese Geometriefunktionen auf der Basis von numerischen Simulationen oder 
experimentellen Untersuchungen. [7] 
Ein alternatives Verfahren zur Entwicklung einer analytischen SIF-Lösung ist die Methode 
der Gewichtsfunktion nach [31] und [32]. Sie beruht auf der Annahme linear-elastischen Ma-
terialverhaltens und der Anwendbarkeit des Superpositionsprinzips. Das bedeutet, die Summe 
zweier Einzellösungen ergibt den SIF der überlagerten Belastung. Für das Beispiel in Abb. 10 
bedeutet das, dass der SIF einer Belastung entsprechend Abb. 10a) addiert mit der SIF-
Lösung aus der Krafteinleitung in Abb. 10b) zu dem SIF des in Abb. 10c) überlagerten Szena-
rios führt. 
 
Abb. 10:  Aus der SIF-Lösung von  
 a) Belastung 1 addiert mit  
 b) der Lösung von Belastung 2 ergibt sich nach dem Superpositionsprinzip  
 c) die Lösung der überlagerten Belastung 





bestimmen. Dabei ist σ(x) die Normalspannung orthogonal zur Rissebene im rissfreien Bauteil 









Im Falle eines ebenen Spannungszustandes (ESZ) entspricht E‘ = E und bei einem ebenem 
Verzerrungszustand (EVZ) gilt E‘ = E/(1-ν
2
) mit der Querkontraktionszahl ν. Um die Ge-
wichtsfunktion bestimmen zu können, müssen der Spannungsintensitätsfaktor K und das Ver-









a) b) c) 
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schiedener Lösungen für Gewichtsfunktionen bei Mode I-Belastung liegen bereits z.B. in 
[34], [35] und [36] vor. Die allgemeine aus Gl. (34) folgende Formulierung für eine 1D-
Lösung  







nach [37] mit i = 1, 2, 3… wird entsprechend [34] für 2D-Risse häufig auf die Verwendung 
von drei Koeffizienten reduziert (z.B. in [36, 38, 39]). Für den tiefsten Punkt der Rissfront 
ergibt sich daraus die Funktion 
ℎ (x, a) = 
2
√2π·(a - x)






+ M2 · (1-
x
a







Die Koeffizienten M1 bis M3 werden dabei aus den für drei Referenzbelastungen bestimmten 






x = 0 
= 0 (37) 
erfüllen. Diese sagt nach [35] aus, dass in einem Körper endlicher Dicke die Krümmung der 
Rissuferverschiebung an der Stelle x = 0 gleich null sein muss. SHEN und GLINKA zeigen in 
[40], dass M2 der Gl. (36) aus dieser Randbedingung folgend unabhängig von der Geometrie 
gleich drei ist. [17]  
2.5 Konzept zur Restlebensdauervorhersage 
Das Ziel der Bruchmechanik ist es, Vorhersagen über den Rissverlauf und das Rissverhalten 
zu treffen. Zu diesen Vorhersagen zählt auch die Bestimmung einer Restlebensdauer. Diese 
erfordert die Kenntnis über die Rissgeschwindigkeitskurve, welche in Abb. 11 dargestellt ist. 
Um die experimentell ermittelte Rissgeschwindigkeit über dem zyklischen Spannungsintensi-
tätsfaktor zu beschreiben, existieren unterschiedliche Ansätze. An dieser Stelle soll jedoch 
exemplarisch auf zwei Beispiele eingegangen werden. Das bekannteste Rissfortschrittskon-





Diese Beziehung wird auch als PARIS-Gerade bezeichnet, da bei doppellogarithmischer Ach-
seneinteilung ein linearer Zusammenhang besteht. Der Exponent mp stellt somit den Anstieg 
der Geraden dar, während der Faktor Cp die Kurve in Geschwindigkeitsachsenrichtung ver-
schiebt. Die PARIS-Gerade bildet ausschließlich den Bereich stabilen Risswachstums in Be-
reich B (siehe Abb. 11a) ab. Aus diesem Grund ist die Beschreibung der da/dN-ΔK-Kurve 
über das PARIS-Gesetz nicht hinreichend genau. Wie Abb. 11a) zeigt, liegt gerade im Be-
reich des Thresholdwertes in doppellogarithmischer Darstellung zunächst ein nahezu senk-
recht ansteigender Verlauf der Rissgeschwindigkeitskurve vor, ehe diese in die PARIS-
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Gerade übergeht. Anschließend nähert sich die da/dN-Kurve im Bereich C asymptotisch der 
Risszähigkeit (siehe Abb. 11a). Eine Adaption der PARIS-Gleichung ist die von FORMAN 
und METTU veröffentlichte Formulierung der NASGRO-Gleichung [3]: 
da
dN
















Mit der Rissöffnungsfunktion γ nach NEWMAN wird das Rissschließen miteinbezogen. γ ist 









3)   
A0+A1·R                                      
 
für R ≥ 0 
für -2 ≤ R < 0 
(40). 
Hierbei stellt Kop den SIF dar, ab dem ein Riss vollständig geöffnet ist. Der Wert wurde vor 
dem Hintergrund definiert, dass bei zyklischer Belastung mit konstanter Amplitude bei Ent-
lastung noch vor Erreichen der minimalen Last ein Schließen des Risses bzw. bei Belastung 
eine Öffnungsverzögerung auftritt [42]. Die Größe von Kop wird durch plastizitäts-, rauhig-
keits-, oxid- sowie fluidinduziertes Rissschließen bestimmt (siehe z.B. [43-45]). Kmax ent-




















mit dem Contraint-Faktor α, welcher zwischen 1 (ESZ) und 3 (EVZ) variiert. Das Verhältnis 
aus maximaler Spannung und Fließspannung wird für viele Werkstoffe konstant auf 0,3 ge-
setzt [3]. 
Die Variablen p und q der FORMAN/METTU-Gleichung hängen vom Werkstoff ab und 
müssen aus den experimentellen Daten bestimmt werden. Sie beschreiben die Übergänge zwi-
schen PARIS-Gerade und dem Thresholdwert- bzw. Risszähigkeitsbereich (Bereich A und C 
in Abb. 11a). Die Größen CFM und nFM beschreiben Bereich B analog zu Cp bzw. mp aus dem 
PARIS-Gesetz (siehe Abb. 11b). 
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Abb. 11: a)  Einteilung der Rissgeschwindigkeitskurve in charakteristische Bereiche  
 b)  Schematische Darstellung der PARIS-Geraden und der FORMAN/METTU-Gleichung zur 
Beschreibung der Rissgeschwindigkeitskurve (vgl. [7]) 
Abb. 11 veranschaulicht weiterhin den Einfluss der Risszähigkeit KC und des Thresholdwer-











ebenfalls von der Rissöffnungsfunktion, dem R-Verhältnis und der Risslänge a ab. Weitere 
Einflussparameter sind die intrinsische Risstiefe a0 = 0,0381 mm (EL-HADDAD-Parameter) 
sowie der Thresholdwert ΔKth,0 für R = 0. Die empirische Konstante Cth wird in Cth+ für posi-
tive und Cth- für negative R-Verhältnisse unterschieden. Für ΔKth,1 statt ΔKth,0 existiert in [3] 
eine neuere Fassung der Formulierung zur Beschreibung des Thresholdwertes.   
Da die Rissgeschwindigkeitskurve eine Funktion von R und dem SIF 
da
dN
 = f(∆K, R) (43) 
ist, wird zur Restlebensdauerbestimmung außerdem ein analytisch oder numerisch bestimmter 
SIF-Verlauf ausgehend von einer Anfangsrisslänge aA benötigt. Durch Integration lässt sich 







mit der kritischen Risstiefe akrit berechnen. Dieses Vorgehen ist jedoch nur bei simplen SIF-
Lösungen mit einem konstanten Geometriefaktor Y und einer konstanten zyklischen Span-
nung Δσ für das PARIS-Gesetz möglich. Bei komplexen SIF-Lösungen ist die Rissgeschwin-
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numerische Integration durchgeführt wird. Dabei wird entsprechend Abb. 12 die da/dN(a)-
Kurve in diskrete Abstände der Risstiefen Δa unterteilt und für jeden einzelnen Abschnitt eine 
Teilschwingspielzahl Nt bestimmt. Zur Ermittlung der Bruchschwingspielzahl NB werden die 












Abb. 12: Schematische Darstellung der numerischen Integration zur Restlebensdauerbestimmung [7] 
Die unterschiedlichen Beschreibungen der Rissgeschwindigkeitskurven nach PARIS und 
FORMAN/METTU beeinflussen auch die Restlebensdauer. Durch die fehlende Berücksichti-
gung der Nichtlinearität des thresholdwertnahen Bereichs im PARIS-Gesetz werden bereits 
bei kleinen SIF große Rissfortschrittsraten da/dN angenommen, was dazu führt, dass bei ge-
ringen Lastwechselzahlen bereits ein deutlich stärkerer Rissfortschritt vorhergesagt wird. Ent-
sprechend führt die Anwendung des PARIS-Gesetzes i. Allg. zu deutlich konservativeren 
Restlebensdauern als die NASGRO-Gleichung nach FORMAN und METTU. [7] 
2.6 Bruchmechanik bei erhöhten Temperaturen 
Die vorgestellten Zusammenhänge sind zunächst allgemeiner Natur. Da sich die vorliegende 
Arbeit allerdings mit Abkühlvorgängen im Temperaturbereich zwischen Raumtempera-
tur (RT) und 545°C befasst, ist die Auseinandersetzung mit dem Temperatureinfluss auf 
bruchmechanisches Verhalten erforderlich. 
a) b) 
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2.6.1 Einfluss der Werkstofftemperatur auf bruchmechanisches Verhalten 
Die Werkstofftemperatur besitzt bereits einen Einfluss auf gewöhnliche statische Festigkeits-
werte wie den Elastizitätsmodul oder die Fließgrenze. Außerdem kommt es in dem für diese 
Arbeit relevanten positiven Temperaturbereich zu einer Änderung von z.B. der Schwingfes-
tigkeit, welche bei Temperaturerhöhung sinkt, während sie bei Temperaturabnahme steigt. 
Ebenso können jedoch auch Bruchmechanismen von der Temperatur beeinträchtigt werden. 
Dabei sind bei erhöhten Temperaturen besonders zeitabhängige Vorgänge zu nennen. So för-
dern diese das Kriechen, ändern z.B. durch Ausscheidungsvorgänge die Mikrostruktur oder 
führen zu Korrosion. Abhängig vom Werkstoff ist es als Folge dieser geänderten Mechanis-
men sogar möglich, dass ab einer bestimmten Temperatur keine Langzeitfestigkeit folgt. Ge-
nauso beeinflusst neben der Beanspruchungshöhe nun auch die Beanspruchungszeit die 
Bruchschwingzahl. Das heißt, es liegen ein Frequenz- und Haltezeiteinfluss sowie der Ein-
fluss der Belastungsform vor. [46] 
Das bereits erwähnte Kriechen, welches nach [47] für die in dieser Arbeit durchgeführten 
Untersuchungen jedoch nicht relevant ist, besitzt in der Rissausbreitungsphase einen Einfluss 
auf die Rissgeschwindigkeitskurve [46]. Weitere thermische Einflüsse auf die Rissgeschwin-
digkeit werden in [9] angeführt. So steigt die Rissgeschwindigkeit als Folge der hohen Tem-
peraturen bspw. erheblich an. Dies ist auf weitere zeitabhängige Vorgänge wie eine Änderung 
der Mikrostruktur, Spannungsrelaxation und Umgebungseinflüsse zurückzuführen. Sind die 
Temperaturen ausreichend niedrig und die Frequenzen hoch, besitzt die Temperatur kaum 
einen Einfluss auf den PARIS-Bereich [48-50]. Insgesamt ist dennoch eine Änderung der 
Rissgeschwindigkeitskurve abhängig von der Temperatur entsprechend Abb. 13 festzustellen. 
Dabei lässt sich dieser Einfluss auf die Temperaturabhängigkeit des Elastizitätsmoduls [51, 
52] und weitere temperaturabhängige Umgebungseinflüsse [52, 53] zurückführen. Umso hö-
her die Temperaturen sind, desto niedriger ist der zyklische Thresholdwert und umso höher ist 
die Risszähigkeit, was sich in der Folge auf die Restlebensdauer auswirkt. 
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Wegen der Überlagerung der genannten zeitabhängigen Einflüsse bei der Materialermüdung 
lassen sich die experimentellen Ergebnisse in der Regel deutlich schwerer beschreiben [46]. 
Zur Beurteilung des Risswachstums unter hohen Temperaturen wurden in [54] außerdem zyk-
lische Zugversuche am Werkstoff P91 bei unterschiedlichen Frequenzen, Temperaturen und 
R-Verhältnissen vorgenommen. Es wurde herausgefunden, dass Oxidation der dominante 
Faktor ist, welcher das Risswachstum mit steigenden Temperaturen beschleunigt.   
Eine gesonderte Situation bei thermisch beeinflusstem Risswachstum ergibt sich dabei aus 
einer inhomogenen Temperaturverteilung, welche eine Wärmespannung zur Folge hat. 
Kommt es zudem zu einer Behinderung der Wärmeausdehnung, ist der Bereich hoher Tempe-
raturen einer Druckspannung ausgesetzt, während im Bereich niedriger Temperaturen eine 
Zugspannung herrscht. Beeinflusst werden diese Spannungen von der Temperaturerhöhung, 
der Wärmeausdehnungszahl, dem Elastizitätsmodul, der Fließgrenze sowie von der Bauteil-
geometrie und den Randbedingungen. Durch das Auftreten zyklisch wechselnder Temperatu-
ren kann es zu thermischer Ermüdung kommen. [55]  
Die bisherigen Untersuchungen zum Temperatureinfluss umfassen unter anderem die Be-
trachtung von Thermoschock, also einem abrupten Absenken der Temperatur (z.B. [56], 
[57]). Die ersten Untersuchungen wurden in [58] und [59] vorgestellt. Darüber hinaus wurde 
bereits in [60, 61] ein Vorgehen zur Analyse eines solchen thermischen Risswachstums vor-
geschlagen. Das dort verwendete konservative Model basiert auf isothermer mechanischer 
Ermüdung und vereinfacht die Spannungsprofile. [62] beinhaltet Untersuchungen zu thermo-
mechanisch belasteten Turbinenblattstählen mit dem Effekt von minimaler und maximaler 
Temperatur, Dehnungsbereichen, mittlerer Dehnung sowie den Lastzyklen. Als Resultat wird 
festgestellt, dass der SIF bei kleinen plastischen Dehnungen ein anwendbarer Parameter zur 
Beschreibung des Ermüdungsrisswachstums ist. In [63] kam man zu einem ähnlichen Schluss. 
Unter anderem zeigt [64], dass der SIF bei reiner Thermoschock-Belastung mit fortschreiten-
dem Risswachstum zunächst steigt und anschließend mit einem flacheren Anstieg wieder 
sinkt. In [57] wird zudem festgestellt, dass die Risswachstumsrate mit größer werdender Riss-
tiefe sinkt. Die Anwendung des SIF im Rahmen der LEBM findet ebenfalls in [65] Anwen-
dung. Innerhalb dieser wird aus der Temperaturverteilung unter Anwendung der Gewichts-
funktionsmethode ein SIF-Profil abgeleitet. In der weiteren Untersuchung thermischer Ermü-
dung wird das PARIS-Gesetz genutzt und eine Vorhersage zu einem Rissstillstand getroffen. 
[64]  
Bei einer Thermoschockbelastung kommt es, wie in u.a. [66] zu sehen ist, an mehreren Stel-
len der abgekühlten Oberfläche zu einer Rissinitiierung. Analytische Beschreibungen zum 
SIF-Verhalten dieser Lastfälle wurden bereits z.B. in [67-70] vorgestellt. Allerdings wurde 
dort von einem einzigen Riss im Bauteil ausgegangen. Die Motivation dieser Arbeit ist je-
doch, die Bestimmung von Restlebensdauern für Anwendungen z.B. im Kraftwerksbetrieb. 
Die dort stattfindenden, für die vorliegenden Untersuchungen relevanten Vorgänge umfassen 
jedoch keinen Thermoschock, sondern Abkühldauern von mindestens mehreren Minuten. 
Inwieweit die für Thermoschock verwendeten Methoden auch für diese Belastungsszenarien 
zutreffen, ist zu überprüfen. Weiterhin wurden zahlreiche Untersuchungen an Kraftwerksstäh-
len vorgenommen, welche sich mit Kriechen befassen (z.B. [71-73]). Die dort durchgeführten 
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Versuche wurden mit mindestens 600°C allerdings in einem höheren Temperaturbereich vor-
genommen, als in dieser Arbeit relevant ist. Darüber hinaus liegt der Fokus der nachfolgend 
vorgestellten Untersuchungen nicht auf dem Einfluss von Haltezeiten, sondern viel mehr auf 
der Beschreibung des SIF bei Abkühlvorgängen.  
2.6.2 Analytische Beschreibung des temperaturabhängigen SIF-Verlaufs 
Um das Risswachstum infolge eines Abkühlvorgangs bei hohen Starttemperaturen analytisch 
zu beschreiben, wird in der Literatur häufig auf die Gewichtsfunktionsmethode nach Gl. (35) 
zurückgegriffen (siehe [67, 68, 74-82]). Die Untersuchungen für einen umlaufenden Riss in 
einem Hohlzylinder in [74], [75] und [68] beschränken sich jedoch auf Abkühldauern unter 
einer Minute und z.T. sogar weniger als eine Sekunde, was den in dieser Arbeit betrachteten 
Szenarien nicht entspricht. Weiterhin werden mit einer mechanischen Belastung gekoppelte 
Anwendungsfälle betrachtet. [67] bezieht sich ebenfalls auf einen umlaufenden Riss in einem 
druckbelasteten Hohlzylinder unter Temperatureinfluss. Aus der Arbeit geht jedoch nicht her-
vor, um welchen Temperaturbereich es sich handelt und wie die Zeitabhängigkeit in die ana-
lytische Berechnung des Spannungsverlaufs zur Anwendung der Gewichtsfunktionsmethode 
eingeht. Eine weitere Beschreibung der Spannung in einem Hohlzylinder infolge thermischer 
Belastung liegt in [76] vor. Die Abkühlzeiten betragen jedoch weniger als zwei Sekunden. In 
[77] fehlen ebenfalls Angaben zum betrachteten Temperaturbereich sowie zur Bauteildicke. 
Die Untersuchungen in [78-80] erfolgten in einem dünnwandigen Rohr mit einer maximalen 
Temperaturbelastung von 180°C, was unterhalb der für diese Arbeit relevanten Betriebstem-
peratur liegt. Darüber hinaus existiert in [81] eine analytische Lösung für einen Eckenriss in 
einer thermisch belasteten Platte. Ein solcher Riss wurde ebenfalls in [82] betrachtet. Aller-
dings geht aus der Arbeit nicht hervor, in welcher Form die Risstiefe berücksichtigt wird und 
in welchem Temperaturbereich sich die betrachteten Fälle befinden. Mit Abkühlzeiten von 
unter einer Sekunde weicht die Belastung stark von den in dieser Arbeit betrachteten Anwen-
dungsfällen ab.   
Eine sehr komplexe analytische Beschreibung des SIF in einem Hohlzylinder erfolgt in [83]. 
Dort werden das Temperaturfeld und die thermischen Spannungen hergeleitet und ein norma-
lisierter Spannungsintensitätsfaktor abgeleitet. Durch das Fehlen von Angaben zum Tempera-
tur- und Zeitbereich sowie zum Material, zur Bauteildicke und zur konkreten Belastung ist 
das vorgestellte Verfahren für die Untersuchungen in der vorliegenden Arbeit nicht relevant. 
Zudem liegt der Fokus der Veröffentlichung von FU auf der Untersuchung des Einflusses von 
Phasenverschiebung und Biot-Zahl unter Berücksichtigung der Wärmeleitungstheorie.  
[84] befasst sich mit der Ermittlung des SIF für einen Eckenriss in einem Streifen. Dieser um-
fasst einen linearen Temperaturgradienten über die Wanddicke, wobei die Temperatur bei 
mittlerer Wandstärke 0°C beträgt. Die Ableitung des SIF erfolgt über die Verwendung des J-
Integrals über eine in der Arbeit hergeleitete Beziehung. Basis der Untersuchungen waren FE-
Simulationen. Zur Bewertung der Anwendbarkeit der Methode fehlen auch in diesem Fall 
Angaben zu den Temperaturtransienten und zum Materialmodell. Darüber hinaus geht aus der 
Veröffentlichung nicht hervor, in welcher Weise die numerische Simulation zur SIF-
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Bestimmung erforderlich ist und ob für jede Rissgeometrie ein neues FE-Modell erstellt wer-
den muss.   
Aus fast allen betrachteten Veröffentlichungen wird nicht ersichtlich, ob für die Untersuchun-
gen temperaturabhängiges Materialverhalten zugrunde gelegt wurde. Z.T. wird in den analyti-
schen Beschreibungen zudem nur mit einer Temperaturdifferenz und nicht konkreten Tempe-
raturwerten gearbeitet. Dies schließt die Verwendung eines bspw. temperaturabhängigen E-
Moduls aus. Da die Spannung und somit auch der SIF von diesem abhängig sind, ist zu über-
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3 VORUNTERSUCHUNGEN ZU THERMISCHEM RISSWACHSTUM  
Bei allen im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Untersuchungen wird die Gültigkeit der 
LEBM vorausgesetzt. Für einen ersten Überblick zum Rissverhalten in thermisch belasteten 
Bauteilen fanden zunächst Voruntersuchungen an einer ermüdungsrelevanten Beispielkompo-
nente aus dem Kraftwerksbetrieb, dem Kugelformstück (KF; Abb. 15a), statt. Bei diesem 
handelt es sich um ein Bauteil, welches zwei Dampfströme zu einem zusammenführt. In [85] 
wurden zwei Lastfälle in Anlehnung an den realen Kraftwerksbetrieb definiert – der Dauerbe-
trieb (Abb. 14b) und der Abfahrvorgang (Abb. 14a). Zur besseren Erfassung des thermischen 
und mechanischen Einflusses werden beide Vorgänge zunächst separat betrachtet. Der Last-
fall Dauerbetrieb stellt dabei die Primärbelastung dar, indem er einen konstanten Druck auf 
die Innenflächen eines durchgewärmten Bauteils umfasst. Durch eine Temperaturänderung 
tritt beispielsweise beim Abfahrvorgang außerdem eine thermische Beanspruchung als Se-
kundärbelastung auf. Für das Abfahren wird in einem ersten Schritt eine sinkende Tempera-
turtransiente in einem mechanisch unbelasteten Bauteil untersucht (Abb. 14a). Ein weiteres 
Szenario umfasst den gerade beschriebenen Ablauf, auf welchen ein Hochfahrvorgang mit 
einer ansteigenden transienten Temperatur- und Druckbelastung auf ein schließlich konstantes 
Niveau beider Größen im Dauerbetrieb folgt (Abb. 14c). Als vierte Variante soll aus dem 
Dauerbetrieb heraus sowohl der Innendruck als auch die Temperatur gesenkt werden, um sie 
nach einer kurzen Haltezeit wieder auf das Niveau des Dauerbetriebs zu steigern (Abb. 14d).  
 
Abb. 14: Verläufe der Druck- und Temperaturbelastung von  
 a) Szenario 1,   b) Szenario 2,  
 c) Szenario 1a) und   d) Szenario 2a (vgl. [85, 86])  
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Für die numerischen Untersuchungen des Bauteils [86, 87] wurden die Materialkennwerte aus 
Tab. A1 im Anhang zugrunde gelegt. In den Untersuchungen aus [47] wurde gezeigt, dass in 
dem betrachteten Temperaturbereich bis 600°C kein Kriechen vorliegt. Entsprechend wurden 
Kriechmechanismen bei der Erstellung des numerischen Modells nicht berücksichtigt. Aus 
einer vorangegangenen XFEM-Rechnung [88] ließen sich die Rissinitiierungsposition für die 
entsprechenden Lastfälle bestimmen.  
                  
Abb. 15:  a) Modell eines Kugelformstücks  
b) Rissinitiierungspositionen im Kugelformstück bei unterschiedlichen Lastfällen 
c) Lagerung (gelb) und Innendruckbelastung (rot) im Kugelformstück [87] 
Die ungestörten Modelle wurden in der Software ABAQUS erstellt, um sie anschließend in 
FRANC3D einzulesen und eine wie in Abb. 16 schematisch dargestellte Rissfortschrittsanaly-
se vorzunehmen.   
 
Abb. 16: Ablauf einer Rissfortschrittssimulation unter Verwendung von FRANC3D 
Für die Bauteiluntersuchungen war die Absicherung der Methodik in FRANC3D erforderlich. 
Diese gelang über einen Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den abgesicherten Lösun-
Erstellung des rissfreien Modells Importieren des Modells in 
FRANC3D
Einbringen des Risses in FRANC3D
Neuvernetzung des Modells durch 
FRANC3D
Numerische quasi-statische 
Simulation unter Verwendung des 
ABAQUS-Solvers
Risserweiterung und Neuvernetzung 
des Modells durch FRANC3D
Rissfortschrittssimulation
Erreichen des Abbruchkriteriums
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gen aus der Analytik für eine einfache Geometrie unter rein mechanischer Belastung. Dabei 
wurde linear-elastisches Materialverhalten angenommen. 
3.1 Analytische und numerische Untersuchungen des Lastfalls Dauerbetrieb 
Wegen seiner Einfachheit und der geometrischen Ähnlichkeit wurde zur Überprüfung des 
numerischen Vorgehens an Position F ein Hohlkugelmodell (Innenradius ri = 100 mm; 
Wanddicke d = 40 mm) untersucht. Der halbkreisförmige Innenriss besitzt einen Radius 
r = 5mm. Die für alle numerischen Berechnungen verwendeten Materialdaten sind Tab. A1 zu 
entnehmen. Sie entsprechen den Kennwerten für den Kraftwerksstahl X20CrMoV12-1 und 
sind als Referenzwerte für Untersuchungen an Stählen zu sehen. Mit einer initialen Element-
kantenlänge von 10 mm erfolgte die Vernetzung unter Verwendung von Tetraeder-Elementen. 
Die Kontur zur Bestimmung des J- bzw. M-Integrals wird über die von FRANC3D als Temp-
late Radius (TR) (siehe Abb. 17) definierte Größe beschrieben. Der Radius beträgt 
TR = 0,5 mm. Innerhalb der Kontur befinden sich Hexaeder-Elemente. Da die Definition des 
TR drei Elementreihen umfasst, wird über diese Größe zusätzlich die Elementierung um die 
Rissspitze vorgegeben. Bei TR = 0,5 mm beträgt die Elementkantenlänge der rissspitzennahen 
Elemente somit 0,16̅ mm. Die Simulation und Auswertung über das J-Integral erfolgte sowohl 
in ABAQUS als auch in FRANC3D. Die Anwendung eines quadratischen Lösungsansatzes in 
ABAQUS erforderte die Verschiebung der Zwischenknoten der kollabierten Rissspitzenele-
mente auf eine Viertelposition.  
 
Abb. 17: Template Radius zur Beschreibung der Integrationskontur 
Zur Untersuchung des Dauerbetriebs wurde für die Hohlkugel ein konstanter Innendruck von 
p = 10 MPa angenommen. Der Innendruck wurde sowohl auf die Innenfläche der Hohlkugel 
als auch auf die Rissfläche aufgebracht. Für die Absicherung der Validität der Ergebnisse aus 
FRANC3D erfolgte für den Initialriss der Vergleich mit aus ABAQUS gewonnenen Ergebnis-
sen. Da eine Mode I-Belastung vorliegt, werden ausschließlich KI-Werte ausgewertet. 
Die Berechnung des SIF erfolgte für eine Betriebstemperatur von 545°C sowie für Raumtem-
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wärmten Bauteil keine zusätzliche Belastung darstellt und somit keinen Einfluss auf den SIF 
hat. Hohe Temperaturen bewirken größere Dehnungen, welche wiederum zu einem höheren 
J-Integral führen. Auf der Gegenseite sinkt der Elastizitätsmodul, was zu einem Ausgleich 
beider SIF entsprechend Gl. (26) führt.  
Tab. 1:  J-Integral und SIF bei Raumtemperatur und 545°C aus ABAQUS und FRANC3D [87] 
 
Raumtemperatur T = 545°C 
J [N/mm] KI [MPa√m] J [N/mm] KI [MPa√m] 
ABAQUS 1,58e-2 1,91 1,9e-2 1,90 
FRANC3D 1,48e-2 1,85 1,8e-2 1,85 
Neben der Bestimmung des SIF über das J-Integral kann KI über die Energiefreisetzungsrate 
bestimmt werden. Dies erfolgte am Bespiel der ABAQUS-Simulation. Dem Modell werden 
im Oberflächen- und Scheitelpunkt des Risses die Verschiebungen v1 und v2 relativ zur Riss-
spitze sowie die Knotenkräfte F0 bis F2 entsprechend Abb. 18 entnommen. Unter Berücksich-
tigung der Viertelposition der Zwischenknoten der Rissspitzenelemente lässt sich die Energie-
freisetzungsrate G über die für 2D-Elemente entwickelten Zusammenhänge nach [89] mit 
G = - 
1
2 · tk·∆a






































bestimmen. Dabei stellt tk die Elementdicke dar. Der partielle Rissfortschritt bzw. das Ris-
sinkrement Δa entspricht in diesem Fall der Elementkantenlänge.  
 
Abb. 18:  Schematische Darstellung der Größen zur Berechnung der Energiefreisetzungsrate nach 
MVCCI-Methode bei Verwendung der Viertelposition der Zwischenknoten der Rissspitzen-
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Unter der Annahme des ESZ oder EVZ ergeben sich die Ergebnisse entsprechend Tab. 2. 
Obwohl G und J identisch sein sollten, unterscheidet sich das von ABAQUS berechnete 
J-Integral von der Energiefreisetzungsrate, die sich aus den Kräften und Verschiebungen 
ergibt. Dabei liegt J um ca. 6 % bzw. 19 % über G. Die sich daraus ergebenden SIF weichen 
lediglich um 3 % bzw. 10 % voneinander ab. Somit kann die Bestimmung des SIF in 
ABAQUS über das J-Integral als anwendbar bewertet werden. Der ABAQUS-intern bestimm-
te SIF KABAQUS ergibt sich dabei immer aus dem J-Integral unter Annahme des EVZ. Dieser 
trifft auf die Oberflächenpunkte jedoch nicht zu. 
Tab. 2:  Vergleich der über die Energiefreisetzungsrate und das J-Integral bestimmten SIF am tiefs-
ten Punkt A der Rissfront  und dem Oberflächenpunkt C unter Annahme eines ESZ und EVZ 
















A 1,15e-2 1,58 1,66 1,43e-2 1,76 1,85 1,85 
C 1,52e-2 1,82 1,91 1,6e-2 1,87 1,96 1,96 
Für die Simulation des Rissfortschritts in der untersuchten Hohlkugel wurde ein mittleres 
Rissfortschrittsinkrement von Δa = 1 mm verwendet. Die so in FRANC3D ermittelten Ergeb-
nisse wurden mit einer in IWM-VERB [4] für die innendruckbelastete Hohlkugel bereits vor-
liegenden analytischen Lösung verglichen. Dabei wurde durch den TÜV NORD dem Pro-
gramm IWM-VERB der numerisch ermittelte Spannungsverlauf über die Wanddicke der un-
gestörten Hohlkugel übergeben. Sowohl in dem numerischen Programm als auch in IWM-
VERB stellt sich mit zunehmendem Rissfortschritt ein a/c-Verhältnis, als das Verhältnis von 
Risstiefe a zu Rissbreite c, von etwa 0,8 ein. Der Vergleich der SIF-Verläufe für den tiefsten 
Punkt A der Rissfront  sowie den Oberflächenpunkt C wird in Abb. 19 vorgenommen. Für 
den Scheitelpunkt liegen ähnliche SIF-Verläufe bei analytischer und numerischer Ermittlung 
sowohl bei Raumtemperatur (RT) als auch bei 545°C vor. Als Grund für die Abweichungen 
von bis zu 7% sind die teilweise unterschiedlichen a/c-Verhältnisse zu nennen. Diese Annah-
me wird durch die sehr gute Übereinstimmung des SIF des Initialrisses mit identischem a/c-
Verhältnis bestätigt. Des Weiteren folgt aus der Durchführung numerischer Simulationen, 
dass die mit FRANC3D ermittelten Ergebnisse nur für diskrete Punkte der Rissfront vorlie-
gen. Entsprechend lassen sich nur näherungsweise identische Punkte der Rissfront verglei-
chen. 
Am Oberflächenpunkt zeigt sich die größte Übereinstimmung der Spannungsintensität der 
verglichenen Herangehensweisen ebenfalls für den Initialriss. Trotz des Vorliegens eines An-
stiegs des SIF mit wachsender Risslänge bei beiden Methoden steigen die Abweichungen mit 
fortschreitendem Risswachstum jedoch. Wegen der fehlenden 1/r
1/2
-Singularität am tatsächli-
chen Oberflächenpunkt gibt FRANC3D lediglich die Ergebnisse für den nächstgelegenen 
Knoten der Rissfront aus. Daher ist ein direkter Vergleich des Oberflächenpunktes identischer 
Lage nicht möglich. Ein Vergleich der Maxima in Oberflächennähe mit den Ergebnissen aus 
IWM VERB zeigt für Punkt C aufgrund des fehlenden Randeinflusses hingegen eine bessere 
Übereinstimmung. Unter Berücksichtigung dieser Erkenntnis kann aus den Abweichungen 
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zwischen Numerik und Analytik der Schluss gezogen werden, dass die Vorgehensweise in 
FRANC3D als abgesichert angesehen werden kann.  
 
Abb. 19:  Numerisch und analytisch bestimmte SIF-Verläufe in der Hohlkugel bei Raumtemperatur 
und 545°C für  
 a) den Scheitelpunkt A und  
 b) den Oberflächenpunkt C [87]  
3.1.1 Numerische Untersuchungen des Kugelformstücks  
Im Dauerbetrieb wird das Kugelformstück auf 545°C durchgewärmt und mit einem konstan-
ten Innendruck von 26,6 MPa belastet. Zur Erzeugung der Zugspannungen in den Stutzen 
erhielt das Modell Deckel, an welchen der Druck zusätzlich zu den restlichen Innenwänden 
angreift. Darüber hinaus wurde das Modell im Fuß zur Unterbindung der Starrkörperbewe-
gung gelagert (siehe Abb. 20c). 
                               
Abb. 20:  a) Position der Rissinitiierung bei Dauerbetrieb im Kugelformstück  
b) Lagerung (orange) und Innendruckbelastung (rot) im Kugelformstück [87] 
Für die Simulation in FRANC3D wurde das Modell entsprechend der Erkenntnisse bzgl. der 
Initialtemperatur aus [87] angepasst, indem vor dem eigentlichen Belastungsschritt ein eben-
falls quasi-statisch simulierter Aufwärmschritt vorgeschaltet wurde. Die Kantenlänge der Tet-
raeder-Elemente mit quadratischem Verschiebungsansatz beträgt für das rissfreie Modell 
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on F in Abb. 20b) wurden für den Dauerbetrieb ein halbkreisförmiger (r = 5 mm; Abb. 21) 
und ein halbelliptischer Initialriss (a = 1 mm; c = 2 mm) untersucht. Wegen der Komplexität 
der Bauteilkontur und um die Ergebnisse später mit anderen Modellen vergleichen zu können, 
ist die Rissbreite c für alle weiteren Untersuchungen im Kugelformstück entsprechend 
Abb. 22 festgelegt.  
 
Abb. 21: Querschnitt des vernetzten Modells des Kugelformstücks mit Riss (r = 5 mm) 
Während des Risswachstums stellt sich bei beiden untersuchten initialen Rissgeometrien ein 
ähnliches a/c-Verhältnis ein. Wie aus Abb. 22 hervorgeht, ruft die halbelliptische Anfangs-
rissgeometrie jedoch deutlich früher einen Abbruch der Simulation hervor als der halbkreis-
förmige Riss. Dies ist jedoch auf Probleme des Programms bei der Neuvernetzung und nicht 
auf mechanische Ursachen zurückzuführen. Bei der Wahl des Rissfortschrittsinkrements ∆a 
ist zu beachten, dass ein zu groß gewähltes ∆a dazu führen kann, dass sich bei einer anfäng-
lich halbkreisförmigen Rissfront das erwartete a/c-Verhältnis aus Abb. 22a erst sehr spät ein-
stellt. Im vorliegenden Fall ist ∆a 2 mm groß. Der Integrationsweg um die Rissspitze ergibt 
sich in diesem Fall aus dem „Template Radius“ (TR) von 0,5 mm. 
 
Abb. 22:  a) a/c-Verhältnis bei halbkreisförmigem bzw. halbelliptischem Initialriss  
b)  Änderung der Rissform mit zunehmender Risstiefe ausgehend von einem halbkreisförmi-
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Der Einfluss der Konturgröße des M-Integrals um die Rissspitze wurde am Beispiel des halb-
kreisförmigen Initialrisses über eine Konvergenzstudie untersucht. Alle Ergebnisse bestätigen 
durch vernachlässigbar kleine KII- und KIII-Werte die Annahme einer reinen Mode I-
Belastung. Aus diesem Grund wird nachfolgend für die Radien 0,25 mm, 0,5 mm, 0,75 mm 
und 1 mm ausschließlich KI betrachtet. Für Punkt A geht aus Abb. 23 hervor, dass der SIF mit 
größer werdendem Radius marginal ansteigt. Bei TR = 1 mm findet jedoch wieder ein Abfall 
statt. Dies lässt den Schluss zu, dass der Auswertepfad in diesem Fall zu weit von der Riss-
spitze entfernt liegt. Aus der Erhöhung des TR folgt außerdem durch die automatische Ver-
netzung eine geänderte Diskretisierung über der Rissfront. Mit größer werdendem Radius 
sinkt die Anzahl der Elemente über der Front und die Distanz zwischen Bauteiloberfläche und 
erstem und letztem Auswertepunkt wird größer. Entsprechend sind die Ergebnisse des SIF für 
den tatsächlichen Punkt C nicht nur aufgrund auftretender Eckensingularitäten ungenauer. 
Aufgrund der besseren Netzqualität, sowie der an Punkt A auftretenden Konvergenz des SIF 
wird für die weiteren Untersuchungen ein Template Radius von 0,75 mm verwendet.  
 
Abb. 23: SIF-Verläufe über der Rissfront für unterschiedliche Template Radien (a = 5 mm; a/c = 1) 
3.1.2 Untersuchung zur analytischen SIF-Bestimmung im Kugelformstück  
Für das Kugelformstück ist bisher keine analytische Lösung vorhanden. Aus diesem Grund 
wurden zunächst unterschiedliche Vergleichsmodelle, für welche bereits analytische Lösun-
gen existieren, auf ihre Eignung untersucht. Die Position des Risses im Innenbereich der Ku-
gel des Bauteils begründet die Untersuchung einer Hohlkugel mit Innenriss (V Kugel innen). 
Wegen der durch den Übergang zum Rohr bedingten Konvexität der Oberfläche wurde au-
ßerdem ein Außenriss einer Hohlkugel (V Kugel außen) untersucht. Da sich der Riss in den 
Stutzen ausbreitet, wurde die Eignung eines Rohrs mit axialem Innenriss (V Zylinder und 
V Zylinder Feld) überprüft. Für alle untersuchten Modelle wurde eine identische Spannungs-
verteilung übergeben, welche dem Kugelformstück für den Pfad über die Wanddicke des 
tiefsten Punktes der Rissfront entnommen wurde. Die Ergebnisse der analytischen Untersu-
chungen des TÜV NORD (V) sind in Abb. 24 den numerischen Ergebnissen (FRANC3D 
bzw. F) gegenübergestellt. Stutzen und Kugel stehen dabei für die Bauteilregion, in die der 
jeweilige Oberflächenpunkt wächst. Aus Abb. 24 geht hervor, dass das Zylindermodell am 
besten geeignet ist, um den SIF-Verlauf des Kugelformstücks bei Dauerbetrieb nachzubilden. 
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Zur Überprüfung der Steigerungsmöglichkeit der Genauigkeit der analytischen Ergebnisse 
wurde eine Spannungsverteilung aus einem Spannungsfeld um den Rissbereich des Kugel-
formstücks extrahiert und IWM-VERB übergeben. Die Ergebnisse sind mit „Feld“ gekenn-
zeichnet. Für den Punkt A trat eine geringfügige Verbesserung der Ergebnisse ein. Für die 
Oberflächenpunkte folgt unter Verwendung des Ausgangszylinders allerdings eine bessere 
Abbildung des Verlaufsanstiegs als aus der Verwendung der extrahierten Spannungen. Darum 
zeigt Abb. 25 die Ergebnisse des Zylinders mit den für den Pfad durch den Rissfrontscheitel-
punkt angegebenen Spannungen.   
 
Abb. 24:  Vergleich numerisch (F) und analytisch (V) bestimmter SIF-Verläufe des Kugelformstücks 
für den Lastfall Dauerbetrieb  
a) im Punkt A und  
b) an den Oberflächenpunkten C [87] 
Sowohl aus den numerisch als auch analytisch ermittelten Ergebnissen geht hervor, dass das 
a/c-Verhältnis von 1 auf erwartungsgemäß etwa 0,8 sinkt (Abb. 25a). Größere Abweichungen 
zwischen beiden Lösungen liegen mit ca. 5 % im Risslängenbereich zwischen 10 bis 30 mm 
vor.  
 
Abb. 25:  Vergleich numerischer (F) und analytischer (V) Ergebnisse für das Kugelformstück und 
den Hohlzylinder  
a) a/c-Verhältnisse  
b) SIF am Oberflächenpunkt und tiefstem Punkt der Rissfront [87]   
a) b) 
a) b) 
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Für den Scheitelpunkt A und den Oberflächenpunkt zum Kugelbereich hin (V Zylinder C 
bzw. F Kugel) liegt in diesem Risstiefenbereich ebenfalls ein Anstieg der Abweichungen der 
SIF-Verläufe vor. Es ist anzunehmen, dass die weitere Steigerung der Abweichung auf die 
Bauteilgeometrie zurückzuführen ist. Mit fortschreitendem Risswachstum reicht der Oberflä-
chenpunkt zur einen Seite immer weiter in den Stutzen und somit in einen Zylinder hinein, 
während sich der andere Oberflächenpunkt in der konvexen Fläche wieder in die positive y-
Richtung bewegt (siehe Abb. 22b). Dies führt aufgrund der verschiedenen Definitionen zu 
größeren Unterschieden zwischen den ausgewerteten Rissbreiten beider Programme, was 
wiederum eine falsche Zuordnung von SIF und Rissbreite zur Folge hat und somit die Ver-
gleichbarkeit der Ergebnisse verringert.   
Ein weiteres Tool, welches bezüglich seiner Eignung zur analytischen SIF-Bestimmung in 
ermüdungsrelevanten Bauteilen überprüft wurde, ist die von der NASA entwickelten Software 
NASGRO. Auch in diesem Fall erfolgte die Übergabe der Umfangsspannungen im Rissbe-
reich des Kugelformstücks für den bereits in IWM-VERB untersuchten Hohlzylinder in 
NASGRO. Die dem Programm übergebene Rissgeometrie entspricht dabei den mit 
FRANC3D ermittelten a/c-Verläufen über der Risstiefe. Wie Abb. 26 zu entnehmen ist, liegt  
eine sehr gute Übereinstimmung der Ergebnisse vor. Für den Punkt A liegen die Abweichun-
gen von der FRANC3D-Lösung unterhalb von 5%. Dabei verwendet NASGRO die Lösung 
aus [90, 91] zur SIF-Bestimmung, während in IWM-VERB die SIF-Lösung für ein Rohr nach 
CHAPUILOT [80] hinterlegt ist.  
 
Abb. 26:  Vergleich der für einen Hohlzylinder ermittelten SIF  
a) im Punkt A und  
b) an Punkt C  
Für einen besseren Vergleich der analytischen Programme erfolgte zusätzlich ein Vergleich 






eine Axialspannung von 12,5 MPa vor. Der Druck von 10 MPa wurde zusätzlich zur Kugel-
innenfläche auf die Rissflächen aufgebracht. Abb. 27 zeigt besonders im Scheitelpunkt eine 
gute Übereinstimmung der NASGRO-Lösung mit den IWM-VERB-Ergebnissen. Trotz iden-
a) b) 
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tischer Rissgeometrie werden die Abweichungen der analytisch ermittelten SIF von den nu-
merischen Ergebnissen analog zum Oberflächenpunkt allerdings mit fortschreitendem Riss-
wachstum größer. Dies lässt sich vermutlich damit begründen, dass NASGRO für die innen-
druckbelastete Hohlkugel keine Möglichkeit bereithält, einen Spannungsverlauf vorzugeben. 
In komplexen Bauteilen wie dem Kugelformstück lässt sich die Spannung nicht auf einfache 
Weise über eine allgemeingültige analytische Beschreibung bestimmen. Darüber hinaus kann 
die Interpolation auf z.B. einen Durchschnitt eine deutliche Vereinfachung des Spannungs-
verhaltens im Bauteil zur Folge haben, welche zu falschen Ergebnissen führen. Für beide ana-
lytischen Tools liegt für die einfache Hohlkugel eine ähnlich gute Übereinstimmung der Er-
gebnisse mit den numerischen Lösungen vor, sodass in nachfolgenden Vergleichen zwischen 
Numerik und Analytik ausschließlich IWM-VERB herangezogen wird. 
 
Abb. 27:  Vergleich der für die Hohlkugel ermittelten SIF  
a) im Punkt A und   b) im Punkt C 
3.2 Lastfall Abfahrvorgang 
Um eine Aussage über die unterschiedlichen Einflüsse von Primär- und Sekundärbelastung 
auf das Risswachstum im Kraftwerksbetrieb treffen zu können, fand die Untersuchung einer 
transienten rein thermischen Belastung mit negativem Gradienten statt. Diese Sekundärbelas-
tung entspricht dem Temperaturverlauf eines Abfahrvorgangs (siehe Abb. 28 b). Für die Si-
mulation einer solchen thermischen Belastung in ABAQUS ist die Durchführung von zwei 
Simulationsschritten erforderlich. Im ersten Schritt wird eine „Heat Transfer“-Simulation 
vorgenommen, in welcher dem Bauteil die thermischen Randbedingungen übergeben werden. 
In diesem Fall wurde das Bauteil mit einer Anfangstemperatur von 545°C versehen. Über eine 
„Interaction“ wurde auf der Bauteilinnenseite die zeitliche Änderung der Temperatur des 
durchströmenden Mediums auf die Oberfläche aufgebracht. Als Wärmeübergangskoeffizient 
wurde dabei ein konstanter Wert von α = 10.000 W/(m
2
K) festgelegt. Dieser ist damit zu be-
gründen, dass ein Extremfall, also ein Notabschalten, untersucht werden soll. Bei einem sol-
chen Vorgang wird kalte Luft durch das Bauteil geblasen, was einen hohen Wärmeüber-
gangskoeffizienten, in diesem Fall den beim Volllastbetrieb vorliegenden Wert, zur Folge hat. 
Für die Simulation dieser Belastungssituation wurden sogenannte „Heat Transfer“-Elemente 
a) b) 
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mit quadratischem Lösungsansatz verwendet. Das Ergebnis dieser Simulation ist die Tempe-
raturverteilung über das gesamte Bauteilvolumen. Diese Daten werden anschließend in die 
quasi-statische Spannungssimulation eingelesen. Neben der Temperatur werden in dieser Si-
mulation außerdem die mechanischen Randbedingungen aus Abb. 20c) übergeben.  
 
Abb. 28: a)  Thermisch untersuchte Rissposition im Kugelformstück  
b)  Temperaturbelastung im Szenario 1 
c)  SIF-Verlauf für den Rissscheitel über einen Zyklus am Beispiel des Initialrisses für Sze-
nario 1 [86] 
Anders als bei der Druckbelastung ergibt sich die Initiierungsposition in diesem Fall im Stut-
zen (Position E) und nicht wie beim Dauerbetrieb an Position F (siehe Abb. 28a) (siehe [92]). 
Untersucht wurde ein halbkreisförmiger Initialriss mit dem Radius r = 5 mm senkrecht zur 
Stutzenmittelachse. Entsprechend Abb. 28c) hat sich gezeigt, dass der SIF unter dieser Belas-
tung wegen der Kontraktion des Materials auf ein Maximum von etwa 80 MPa√m ansteigt. 
Im sich daran anschließenden Bereich konstanter Raumtemperatur (Dauer t = 420 s) entspannt 
sich das Material wieder und es kommt zu einem Absinken des SIF. Darüber hinaus liegen die 
SIF der rein thermischen Belastung deutlich über denen der reinen Innendruckbelastung, wie 
in dem nachfolgenden Kapitel näher beschrieben wird. 
Analog zum Kugelformstück erfolgte die Belastung der Hohlkugel aus Kapitel 3.1 zur Unter-
suchung der Anwendbarkeit eines analytischen Models bzw. Tools. Die maximalen Umfangs-
spannungen über die Wanddicke d treten entsprechend Abb. 29a) zum Zeitpunkt t = 180 s auf 
und wurden IWM-VERB zur analytischen Berechnung der Rissgeometrie übergeben. Aus 
dem Vergleich der Ergebnisse des Risses in IWM-VERB und FRANC3D geht mit einer Ab-
weichung des initialen SIF von unter einem Prozent eine sehr gute Übereinstimmung hervor. 
Eine anschließende Rissfortschrittsberechnung des halbkreisförmigen Initialrisses in IWM-
VERB und FRANC3D diente zur Untersuchung der Rissform. Aus beiden Methoden folgte 
ein ähnlicher a/c-Verlauf (siehe Abb. 29b). Dieser Verlauf des Seitenverhältnisses resultiert 
aus der über die Wanddicke, und somit mit der Risstiefe a, sinkenden Umfangsspannung, 
während sie an den Oberflächenpunkten konstant hoch ist (Abb. 29a). Folglich breitet sich der 
Riss schneller in Umfangs- als in Tiefenrichtung aus.  
a) b)
Position E
Abb. 27:a) Thermisch untersuchte Rissposition im Kugelformstück 
b) Temperaturbelastung im Szenario 1
c) SIF-Verlauf für den Rissscheitel über einen Zyklus am Beispiel des Initialrisses für Szenario 
t [s]
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Abb. 29:  a)  Umfangsspannungen der ungestörten Kugel über der Wanddicke d  
b)  Entwicklung des a/c-Verhältnisses des halbkreisförmigen Initialrisses in FRANC3D und 
IWM-VERB [87] 
Diese Annahme wird durch den SIF-Verlauf in Abb. 30a bestätigt. Während der SIF im tiefs-
ten Punkt mit fortschreitendem Risswachstum ab a = 10 mm sinkt, steigt der SIF im Oberflä-
chenpunkt kontinuierlich an. Die in FRANC3D ermittelten Rissgeometrien wurden IWM-
VERB übergeben, um einen Vergleich der analytischen und numerischen Methode anstellen 
zu können. Dabei tritt mit zunehmendem Rissfortschritt ein Anstieg der Abweichungen der 
SIF-Verläufe voneinander auf. Zur Überprüfung des Einflusses der Netzfeinheit des gesamten 
Modells, fand die Berechnung des Rissverlaufs bei identisch eingestellten Programmparame-
tern in FRANC3D bei halbierter Elementgröße des ungestörten Modells statt. Aus der Simula-
tion ergaben sich leicht geänderte a/c-Verhältnisse (siehe Abb. 31b) gegenüber der gröberen 
Vernetzung.  
Auch in diesem Fall lässt sich eine steigende Abweichung der numerisch und analytisch über 
IWM-VERB bestimmten Ergebnisse mit zunehmendem Rissfortschritt feststellen. Ein Ver-
gleich mit den Ergebnissen aus Abb. 31 deutet dabei auf eine a/c-Abhängigkeit der Abwei-
chungen hin. Für ein Seitenverhältnis nahe eins liegt eine gute Übereinstimmung der Ergeb-
nisse vor. Umso kleiner das Verhältnis jedoch wird, desto stärker weichen die analytisch er-
mittelten Ergebnisse von den numerisch bestimmten Lösungen ab. Die Annahme konnte 
durch eine statische SIF-Berechnung für einen Riss der Tiefe a = 15 mm mit dem a/c-
Verhältnis 1 und 0,46 bestätigt werden. Während das größere a/c-Verhältnis zu einer Abwei-
chung beider Programmergebnisse von 7% bzw. 0,04 % führt, resultiert aus a/c = 0,46 eine 
Abweichung von 12 %. Diese Abhängigkeit ist auf die in IWM-VERB hinterlegte analytische 
Lösung nach [93, 93] zurückzuführen. Diese für das Hohlkugelmodell angewandte Lösung 
basiert auf Untersuchungen an einem zylindrischen Rohr. Daraus ergibt sich, dass sowohl 
IWM-VERB als auch ein Hohlzylinder für die Berechnung einer Temperaturtransienten in 
einer Hohlkugel nicht geeignet sind.  
a) b) 
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Abb. 30:  a)  Analytisch und numerisch bestimmte SIF-Verläufe für identische  
 a/c-Verhältnisse und 
b) Entwicklung der Rissform in einer thermisch belasteten Hohlkugel [87] 
 
Abb. 31:  Simulationsergebnisse in einer thermisch belasteten Hohlkugel bei feinerer Vernetzung  
a) analytisch und numerisch bestimmte SIF-Verläufe für identische a/c-Verhältnisse  
b) Entwicklung der Rissform [87]  
Da sich der zu untersuchende Riss im Stutzen des Kugelformstücks befindet, wurde die Eig-
nung der analytischen Lösung des Rohrs in einem nächsten Schritt für ein numerisches Refe-
renzrohr (ri = 100 mm; d = 40 mm) überprüft. Zur Minimierung des Einflusses der Randbe-
dingungen auf den Spannungsverlauf im Rohr erfolgte die Modellierung eines ausreichend 
langen Hohlzylinders. Da die Ermittlung eines realistischen a/c-Verhältnisses bereits am Bei-
spiel der Hohlkugel bestätigt werden konnte, dient der Hohlzylinder ausschließlich zur Über-
prüfung der a/c-Abhängigkeit der SIF. Dafür fand lediglich eine Beschränkung auf die Über-
prüfung eines axialen und in Umfangsrichtung verlaufenden Risses bei jeweils einem Seiten-
verhältnis von 1 und 0,5 statt. Die Ergebnisse bestätigen die Verwendung IWM-VERBs für 
einen Hohlzylinder unter transienter Temperaturbelastung und belegen gleichzeitig, dass die 
Geometrie bei transienter Temperaturbelastung gegenüber rein mechanischer Belastung einen 
erheblicheren Einfluss auf den SIF besitzt.  
a) b) 
a) b) 
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3.3  Risswachstum an Position F 
Im realen Kraftwerksbetrieb kommt es zu zeitlich veränderlichen Belastungen mit Betriebs- 
und Ruhephasen. Das bedeutet, dass mit jedem Dauerbetrieb auch ein Abfahrvorgang verbun-
den ist. Aus diesem Grund ist es notwendig, Simulationen thermisch und mechanisch bean-
spruchter Risse jeweils an beiden Risspositionen im Kugelformstück durchzuführen. Darüber 
hinaus erfolgte mit Szenario 1a (Abb. 32c) und 2a (Abb. 32d) außerdem die Untersuchung 
einer überlagerten thermischen und mechanischen Belastung.  
 
Abb. 32: Thermische und mechanische Belastung sowie SIF-Verläufe des Scheitelpunktes A für den 
Initialriss über der Zeit an Position F 
a) Szenario 1   b) Szenario 2  
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In allen Fällen wurde ein halbkreisförmiger Initialriss (r = 5mm) angenommen. Sämtliche 
Rechnungen bestätigen das Vorliegen dominierender Mode I-Belastung. Daher sind in 
Abb. 32 für die charakteristischen Zeitpunkte neben den aufgebrachten Temperatur- und 
Druckverläufen ausschließlich die KI-Werte exemplarisch für den Rissscheitel A des Initial-
risses dargestellt. Der Verlauf für Szenario 2a verdeutlicht den größeren thermischen Einfluss 
auf den SIF gegenüber dem mechanischen. Bei konstanter Temperatur ist der Anstieg des SIF 
infolge des Druckanstiegs innerhalb der ersten 300 s deutlich geringer als bei anschließendem 
Einsetzen des Temperaturabfalls trotz zeitgleichem Druckabfall (Abb. 32 d).   
 
 
Abb. 33:  Risswachstum im Kugelformstück an Position F für  
a) Szenario 1 (Sz.1)  b) Szenario 2 (Sz.2) 
 c) Szenario 1a (Sz.1a)  d) Szenario 2a (Sz.2a) [86] 
Bei identisch gewählten Programmparametern ergeben sich mit fortschreitendem Risswachs-
tum die für die jeweiligen Szenarien in Abb. 33 dargestellten Rissgeometrien. Am auffälligs-
ten ist die sich z.T. stark voneinander unterscheidende Endrisslänge. Dies ist auf Vernet-
zungsprobleme bei den Rechnungen der Szenarien 1a, 2 und 2a zurückzuführen. Das a/c-
Verhältnis in Szenario 1, welches deutlich unter a/c = 0,8 der anderen Szenarien liegt (siehe 
Abb. 34), lässt sich durch die Bauteilgeometrie begründen, die sich mit fortschreitendem 
Risswachstum bemerkbar macht (Abb. 33a). Während die Verhältnisse für die thermisch be-
lasteten Szenarien (Szenario 1, 1a und 2a) tendenziell sinken, ist für den Dauerbetrieb (Szena-
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des SIF über der gesamten Rissfront bei Dauerbetrieb, während es bei den thermisch gepräg-
ten Szenarien (1, 1a und 2a) ab einer Risstiefe von etwa a = 10 mm am Rissscheitel zu einem 
Sinken des SIF bei gleichzeitigem Anstieg des SIF an den Oberflächenpunkten (siehe 
Abb. 35) kommt. Es ist davon auszugehen, dass sich die unterschiedlichen a/c-Verhältnisse 
trotz geringer Unterschiede der Rissfläche auf die für jede Rechnung durch FRANC3D neu 
festgelegte Vernetzung der Rissfront zurückführen lassen. Aus einer solchen automatischen 
Vernetzung resultiert, dass die Position des tiefsten Punktes nicht immer mit einem Knoten 
zusammenfällt und somit Schwankungen der ausgewerteten Risstiefe entlang einer gedachten 
Achse auftreten. Bereits aus geringen Schwankungen können relevante Abweichungen im 
a/c-Verhältnis folgen.  
 
Abb. 34: Änderung des a/c-Verhältnisses mit zunehmender Risstiefe bei unterschiedlichen Belastungs-
szenarien an Position F [86] 
Für eine weiterführende Betrachtung der von FRANC3D ausgegebenen Ergebnisse sind in 
Abb. 35 und Abb. 38 die SIF-Verläufe KI,max und KI,min für die in Abb. 32 markierten Zeit-
punkte dargestellt. Aus Abb. 35.1 geht hervor, dass die Maxima der thermisch geprägten Sze-
narien für z.T. den gesamten Rissbereich deutlich über denen der rein mechanischen Belas-
tung (Szenario 2) liegen. Am tiefsten Punkt der Rissfront sinken die Werte jedoch mit stei-
gender Risstiefe rein rechnerisch bis in den negativen Bereich hinein. Darüber hinaus wird 
ersichtlich, dass selbst der minimale SIF des Szenarios rein thermischer Belastung (Szena-
rio 1) bis zu einer gewissen Risstiefe oberhalb des maximalen SIF des Dauerbetriebs (Szena-
rio 2) liegt. Für die Szenarien überlagerter Belastung ergeben sich anfängliche minimale SIF 
im negativen Bereich. Formal lassen sich diese als gegenseitiges Durchdringen der Rissflä-
chen infolge von Druckspannungen interpretieren. Diese Ergebnisse treten sowohl mit als 
auch ohne Definition eines Selbstkontakts an der Rissfläche auf. Im Falle der Definition eines 
solchen Kontaktes kommt es in der numerischen Simulation zu einem Aufliegen statt eines 
Durchdringens der Rissflanken.  
An den Oberflächenpunkten der Rissfront sinkt KI,min für die Szenarien 1a und 2a mit steigen-
der Risstiefe. Gleichzeitig steigt der minimale SIF am Rissscheitelpunkt und erreicht infolge 
dessen wieder einen positiven Wert (Abb. 35.2). Entsprechend folgt für den Rissscheitel aus 
dem fortschreitenden Risswachstum eine Umkehr der Zeitpunkte minimalen und maximalen 
SIFs eines Zyklus gegenüber dem Initialriss. Weiterhin ergibt sich zum in Abb. 32 festgeleg-
ten Zeitpunkt für KI,max ein Aufeinanderdrücken der mittigen Rissfläche mit steigendem Riss-
fortschritt. Dieses bewirkt an den Randbereichen ein Rissöffnen (siehe Abb. 36). 
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Abb. 35:  Maximale (1), minimale (2) und zyklische (3) SIF der unterschiedlichen Belastungsszenarien 
über der Risstiefe an Position F für  
a) den Oberflächenpunkt im Stutzen,  
b) den Scheitelpunkt und  
c) den Oberflächenpunkt zur Kugelmitte hin (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) [86] 
 
Abb. 36:  Teilweise geöffneter Riss zum Zeitpunkt von KI,max in Szenario 1a [86] 
(1) a) b) c) 
(2) a) b) c) 
(3) a) b) c) 
Oberflächenpunkt 
Rissscheitel 
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Umgekehrt verhält es sich zu dem als „KI,min“ betrachteten Zeitpunkt (siehe Abb. 37). Ein 
Grund für den Anstieg von KI,min ist der gewachsene Riss und die daraus resultierende größere 
Angriffsfläche für den Druck. Als Folge wächst der Einfluss der mechanischen Belastung auf 
den SIF-Verlauf. Der stetige Anstieg des maximalen SIF an den Oberflächenpunkten deutet 
auf ein Bestreben des Risses, sich schnell in Umfangsrichtung auszubreiten. Da die Risszä-
higkeit von 37 MPa√m (T = 500 °C) bereits am Initialriss überschritten wird, liegt von An-
fang an instabiles Risswachstum vor. Folglich geben die dargestellten Ergebnisse einen SIF-
Verlauf für Werkstoffe mit höheren Risszähigkeiten als des betrachteten Werkstoffs wieder. 
Außerdem ist zu beachten, dass die thermisch belasteten Szenarien Extremfälle mit sehr stei-
len Temperaturtransienten und einem hohen Wärmeübergangskoeffizienten darstellen, welche 
in der Realität nur in Notfällen Anwendung finden. Das in der Praxis stattfindende langsame-
re Abfahren bewirkt eine deutlich geringere thermische Beanspruchung, was wiederum zu 
niedrigeren SIF führt. 
 
Abb. 37:  Teilweise geschlossener Riss zum Zeitpunkt von KI,min in Szenario 1a [86] 
Ausgehend von den als minimal und maximal definierten SIF der in Abb. 32 dargestellten 
gesamten Belastungszyklen lassen sich unter der Annahme, dass der SIF zum Zeitpunkt des 
Kraftwerkstillstands gleich Null gesetzt ist, die in Abb. 35 (3) dargestellten zyklischen SIF 
ableiten. Diese sind im Vergleich zum Rissscheitel an den Oberflächenpunkten deutlich grö-
ßer und steigen mit fortschreitendem Risswachstum an. Das Sinken und anschließende Stei-
gen von ∆KI im Rissscheitel resultiert aus dem Wechsel von maximalem und minimalem SIF 
bei den Szenarien mechanisch und thermisch überlagerter Belastung. Es ist zu erkennen, dass 
der anfängliche SIF-Verlauf der rein thermischen Belastung gleicht. Ab dem Wendepunkt 
gewinnt jedoch die Druckbelastung an Bedeutung und der SIF-Verlauf geht in den der rein 
mechanischen Belastung über. Die Ergebnisse deuten darüber hinaus darauf hin, dass die Su-
perposition der SIF des rein mechanisch und rein thermisch belasteten Risses zu dem SIF 
überlagerter Belastung führt. 
3.4 Risswachstum an Position E 
Bei identischem halbkreisförmigem Initialriss (r = 5 mm) stellt sich an Positionen E und F für 
die einzelnen Belastungsfälle ein ähnlicher SIF-Verlauf über der Zeit eines Zyklus ein. Ein 
Oberflächenpunkt 
Rissscheitel 
42   3 Voruntersuchungen zu thermischem Risswachstum 
Vergleich der Größenordnung der SIF-Verläufe über der Risstiefe zeigt für die unterschiedli-
chen Szenarien eine gute Übereinstimmung (vgl. Abb. 35 und Abb. 38). Die Rissposition F 
bewirkt mit ca. 10 bis 15 MPa√m geringfügig größere SIF als die Positionierung im Stutzen. 
Diese scheinbar für alle Szenarien konstante Verschiebung der SIF fällt vor allem bei der rei-
nen Primärbelastung in Szenario 2 ins Gewicht. Während der SIF am Übergang zwischen 
Kugel und Stutzen ein Maximum von 28 MPa√m erreicht, liegt dieses im Stutzen mit 
13 MPa√m bei etwa der Hälfte. Dies führt zu einem schnelleren Risswachstum in der Sym-
metrieebene als im Stutzen. Während sich der Riss an Position E symmetrisch ausbreitet, ist 
der SIF am Oberflächenpunkt zur Kugelmitte hin an Position F deutlich größer als am Ober-
flächenpunkt in den Stutzen hinein. Daraus resultiert ein schnelleres Risswachstum zur Ku-
gelmitte hin.  
 
Abb. 38:  Maximale (1), minimale (2) und zyklische (3) SIF der unterschiedlichen Belastungsszenarien 
über der Risstiefe an Position E für 
 a) den Oberflächenpunkt im Stutzen,  
 b) den Scheitelpunkt und  
 c) den Oberflächenpunkt zur Kugelmitte hin [86] 
(1) a) b) c) 
(2) a) b) c) 
(3) a) c) b) 
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Abb. 39 ist weiter zu entnehmen, dass sich der Verlauf des a/c-Verhältnisses an beiden unter-
suchten Positionen ähnelt. Jedoch sinkt das a/c-Verhältnis von Szenario 2 im Vergleich zu 
den anderen Szenarien an Position E langsamer als an Position F.  
 
Abb. 39:  Änderung des a/c-Verhältnisses mit zunehmender Risstiefe bei unterschiedlichen Belastungs-
szenarien an Position E des Kugelformstücks [86] 
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4 UNTERSUCHUNG DES SIF-VERLAUFS IM REIN THERMISCH 
BELASTETEN KUGELFORMSTÜCK  
Da die untersuchten thermisch belasteten Szenarien sehr spezielle Extremfälle eines Abfahr-
vorgangs darstellen, erfolgten weitere Untersuchungen, bei welchen sowohl die Abkühlzeit t 
als auch die Abkühltemperatur Tend variiert wurden (siehe Tab. 3). Dabei wurde die Anfangs-
temperatur T0 bei 545 °C belassen. 
Tab. 3:  Variierte Werte für die Lastfallparameter 









Die Rissfortschrittssimulationen fanden in FRANC3D an Position E für die identische initiale 
Rissgeometrie wie in den Untersuchungen zuvor statt. Aufgrund des Umfangs und der damit 
verbundenen Simulationsdauer der Untersuchung fand ein gröberes Netz Anwendung. Wäh-
rend die durchschnittliche Elementbreite des ungerissenen Modells der vorangegangen Simu-
lationen bei etwa 15 mm lag, wurde nun eine Elementbreite von 45 mm gewählt. In beiden 
Fällen lag ein quadratischer Lösungsansatz vor. Für die Erstellung des fehlstellenbehafteten 
Modells wurde in FRANC3D die Submodell-Technik genutzt. Unter Vorgabe der gleichen 
Template Radien ergab sich damit im Rissbereich mit einer Elementgröße von 0,2 mm an der 
Rissspitze eine deutlich feinere Vernetzung. Diese entspricht näherungsweise der ursprüng-
lich fein vernetzten Diskretisierung (siehe Abb. 40). Ein Vergleich des SIF des Initialrisses 
zeigt eine Abweichung beider Werte voneinander um 9 % und ist auf die weiterhin grobe 
Vernetzung des numerischen Temperaturmodells zurückzuführen, auf dessen Ergebnisse das 
mechanische Modell zurückgreift. Da der Fokus der Untersuchungen auf der Erforschung der 
Einflussfaktoren thermischer Belastung und der Möglichkeit, diese analytisch zu beschreiben, 
liegt, sind die Ergebnisse bei gröberer Vernetzung zugunsten kürzerer Simulationsdauern aus-
reichend genau. Die Einleitung des Abkühlvorgangs aus einem durchgewärmten unbelasteten 
Zustand führt zu einem R-Verhältnis von null. Folglich entspricht ΔK bei allen vorgenomme-
nen thermischen Untersuchungen dem SIF bei Erreichen der Abkühldauer.  
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Abb. 40:  Vernetzung bei  
 a) fein vernetztem rissfreien Modell und  
 b) grob vernetztem rissfreien Modell 
Bei der Durchführung der Simulationen haben sich in Abhängigkeit der Abkühlzeit unter-
schiedliche Rissfronten entwickelt (siehe Abb. 41). Bei kürzeren Abkühlzeiten wächst der 
Riss nahezu linear in Umfangsrichtung. Bei größeren Abkühldauern ergibt sich in Umfangs-
richtung mit fortschreitendem Risswachstum ein nicht-linearer bis hin zu einem stark asym-
metrischen Rissverlauf. Dieses Verhalten lässt sich mit den SIF begründen (siehe Abb. 42).  
 
Abb. 41:  Oberflächenrisswachstum an Position E während einer Abkühlzeit von  
 a) t = 180 s,  
 b) t = 900 s und  
 c) t = 1800 s (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) 
Während eine Abkühlzeit von t = 180 s zwar zu deutlich höheren Spannungen und daraus 
folgend zu größeren SIF führt, bewirkt eine längere Abkühlzeit, dass die Bauteilgeometrie 
einen größeren Einfluss auf den Spannungszustand besitzt. Dies schlägt sich im SIF-Verlauf 
der Modi I und II für die Oberflächenpunkte nieder. Für das Verhältnis aus dem zyklischen 
SIF für Mode II und dem durchschnittlichen zyklischen SIF für Mode I ∆KI,mean tritt für 
t = 1800 s bei a = 14 mm ein deutlicher Peak auf. Bei der zugehörigen Rissfront zeigt sich in 
Abb. 41c) an dieser Stelle ein Abknicken des nachfolgenden Rissverlaufs. Mit fortschreiten-
dem Risswachstum liegt vor allem jedoch ein zunehmender Schubeinfluss für t = 900 s und 
t = 1800 s im Vergleich zu t = 180 s vor. Während ∆KIII /∆KI,mean bei dieser um den Wert Null 
„schwingt“, ist das Verhältnis bei den längeren Zeiten größer und besitzt einen eindeutigen 








t = 1800 st = 900 st = 180 s
a b c
a) b) 
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Abb. 42:  (1) ΔKI, (2) ΔKII / ΔKI,mean und (3) ΔKIII / ΔKI,mean -Kurve für  
 a) den ersten Oberflächenpunkt,  
 b) den tiefsten Punkt und  
 c) den zweiten Oberflächenpunkt der Rissfront (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) 
Zur Bestimmung einer analytischen Lösung zur Abbildung des SIF-Verlaufs wurde eine 
Überprüfung der Relevanz des zyklischen Vergleichsspannungsintensitätsfaktor ΔKV vorge-
nommen. Zu diesem Zweck erfolgte zunächst die Berechnung von ΔKV für die in Abb. 42 
dargestellten Simulationen nach RICHARD (Gl. (6)). Die durchschnittliche Abweichung von 
unter einem Prozent zwischen ∆KV und ∆KI am tiefsten Punkt der Rissfront bestätigt die An-
wendbarkeit von ∆KI zur Ableitung einer analytischen Lösung für den tiefsten Punkt der Riss-
front.   
Da die Mode I-Beanspruchung am tiefsten Punkt der Rissfront dominiert, erfolgt der Ver-
gleich der einzelnen Szenarien für ∆KI. Zunächst liegt eine Aufschlüsselung der numerischen 
Einzellösungen nach Temperatur und Abkühldauer vor (siehe Abb. 43). Alle Ergebnisse zei-
gen, dass mit fortschreitendem Risswachstum zunächst ein Anstieg des SIF bis zu einem Ma-
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SIF-Maximum liegt dabei bei allen Szenarien etwa bei einer Risstiefe von 12 mm vor. Unter-
schiede der Kurven liegen beispielsweise im Niveau vor. Dieses sinkt mit steigender Abkühl-
dauer (Abb. 43 (2)). Darüber hinaus bewirkt die Abkühldauer eine Änderung der Form des 
Verlaufs (Abb. 43 (1)). Bei hohen Abkühldauern liegt eine eher flache Kurve vor, während 
niedrige Zeiten zu einem deutlichen Unterschied zwischen maximalem und minimalem zykli-
schen SIF führen. Die Temperatur hingegen bewirkt lediglich eine Verschiebung des SIF-
Verlaufs (Abb. 43 (2)). Große Temperaturdifferenzen führen dabei zu höheren SIF-Werten. 
 
Abb. 43:  SIF-Verläufe der einzelnen Szenarien sortiert nach (1) der Temperaturdifferenz und (2) der 
Abkühlzeit (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) 
Trotz der Verschiebung des gesamten SIF-Verlaufs infolge unterschiedlicher Temperaturbe-
lastung bei identischer Abkühlzeit, ist der Startwert ΔK1 als einzelner Punkt jeder Kurve aus-
reichend, um den Haupteinfluss der Temperatur zu beschreiben. Trägt man für jede Abkühl-
dauer diesen Wert über der Temperatur auf, erhält man eine Kurvenschar (Abb. 44). Dabei 
besitzt jede Kurve einen näherungsweise linearen Zusammenhang (gestrichelte Linie). 
a) b) c) (2) 
a) b) c) (1) 
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Abb. 44:  Kurvenschar zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen Startwert ∆K1 und der End-
temperatur Tend  
 






































































   51 
5 UNTERSUCHUNG DES SIF IN EINFACHEN REIN THERMISCH 
BELASTETEN GEOMETRIEN  
Das Kugelformstück ist ein sehr spezielles Bauteil, welches zwar im Kraftwerksbetrieb häufig 
Anwendung findet, doch wegen der untersuchten Position nur für eben diese Geometrie eine 
gültige SIF-Lösung besitzt. Darüber hinaus führt die besondere Geometrie in Abhängigkeit 
der thermischen Randbedingungen zu einem Abknicken des Risses, was für die analytische 
Beschreibung kritisch ist und zeigt, dass eine starke Überlagerung des Geometrie- und Tem-
peratureinflusses auf den SIF vorliegt. Für das bessere Verständnis bzgl. der unterschiedlichen 
temperaturabhängigen Mechanismen erfolgte die Untersuchung verschiedener transienter 
Temperaturbelastungen an weiteren einfachen Geometrien wie einer Platte und einem Hohl-
zylinder (Abb. 45). Die numerischen Modelle orientieren sich hinsichtlich ihrer Größenord-
nung sowie der Materialdaten als auch der thermischen Randbedingungen an dem Kugelform-
stück. Die geometrischen Maße, Randbedingungen sowie der Ort der thermischen Belastung 
sind Abb. 45 zu entnehmen. Die verwendeten Elemente haben eine Elementkantenlänge von 
10 mm und beinhalten einen quadratischen Verschiebungsansatz. 
 
Abb. 45: Geometrische Maße, Lagerung und Ort der Aufbringung der thermischen Belastung (rot)  
a) des Hohlzylinders und    b) der Platte [94] 
Die Platte wurde einseitig thermisch belastet. Um ein Spannungsfeld infolge thermischer Be-
lastung in der Platte zu erhalten, wurde die Platte an der oberen und unteren Seite in y-
Richtung festgehalten (siehe Abb. 45b). Die Unterbindung der Starrkörperbewegung erfolgte 
über die Sperrung aller weiteren Freiheitsgrade an einem der unteren Eckpunkte.  
Bei der Untersuchung des Hohlzylinders wurde die Bewegung des Zylinderbodens in Rich-
tung der Zylinderachse sowie die Rotation um die Senkrechten zu dieser unterbunden 
d = 63 mm
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(Abb. 45a). Die Starrkörperbewegung wurde analog zur Platte verhindert. Die Aufbringung 
einer thermischen Belastung erfolgte ebenfalls wie in Abb. 15 in Kapitel 3 dargestellt. Dabei 
fanden folgende Endtemperaturen und Abkühlzeiten in Kombination Anwendung: 
Tab. 4: Übersicht über die zur Parameterbestimmung durchgeführten Belastungsszenarien 
t [s] Tend = 300°C Tend = 50°C Tend = 100°C 
180 V3 V1 V7 
900  V6 V5 V9 
1800 V4 V2 V8 
3600 V11 V10 V12 
 
Die Bezeichnung der Kombinationsvarianten stammt aus den Untersuchungen am Kugel-
formstück. Für alle zwölf Szenarien wurde eine Anfangstemperatur von 545°C verwendet. 
Die Temperaturänderung wurde bei Verwendung eines Wärmeübergangskoeffizienten von 
10.000 W/(m
2
K) einseitig aufgebracht. Auf dieser Seite wurde später auch der Riss in 
FRANC3D mit einer halbkreisförmigen Geometrie und einem Radius von r = 5 mm einge-
bracht. Der Riss befindet sich dabei sowohl in x- als auch y-Richtung mittig. Im Falle des 
Hohlzylinders ist der Riss senkrecht zur Zylinderachse orientiert. In der Platte wurde der Riss 
horizontal eingebracht (senkrecht zur y-Achse).  Für die Risswachstumssimulation wurde ein 
mittleres Rissfortschrittsinkrement von Δa = 2 mm genutzt. Sowohl bei der Platte als auch 
dem Hohlzylinder haben sich die Risse selbstähnlich, also ohne ein Abknicken der Rissfront, 
ausgebreitet. 
5.1 Einfluss der Temperaturtransienten 
Eine Betrachtung der numerischen Ergebnisse für den tiefsten Punkt der Rissfront nach t auf-
geschlüsselt lässt in Abb. 46 exemplarisch für den Hohlzylinder ein vergleichbares Muster 
wie schon beim Kugelformstück erkennen. Für alle untersuchten Szenarien zeigt sich ein für 
gleiche Abkühlgeschwindigkeiten ähnlicher Verlauf, deren Größenordnung sich über Tend 
unterscheidet. Dabei wächst der SIF bis zu einer bestimmten Risstiefe an, um anschließend 
mit fortschreitendem Risswachstum wieder zu sinken. 
Im Gegensatz zum Kugelformstück und Hohlzylinder steigt die ΔK-Kurve der Platte mit fort-
schreitendem Risswachstum stetig an. Während eine größere Temperaturdifferenz in der Plat-
te ebenfalls zu höheren SIF führt, liegt ein weiterer Unterschied zwischen Platte und den bei-
den anderen Bauteilen im Einfluss der Abkühldauer. Für die Platte bewirkt eine längere Ab-
kühlzeit ein leichtes Steigen der SIF (Abb. 47). 
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Abb. 46:  SIF-Verläufe im Hohlzylinder für unterschiedliche Endtemperaturen bei den Abkühldauern  
a) 180s,   b) 900s,  
c) 1800s und   d) 3600s (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) [94] 
 
Abb. 47:  SIF-Verläufe in der Platte für unterschiedliche Endtemperaturen bei den Abkühldauern  
a) 180s,   b) 900s,  
c) 1800s und   d) 3600s (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) [94] 
Begründen lässt sich dies mit der Temperaturverteilung bzw. den daraus folgenden Dehnun-
gen und den mechanischen Randbedingungen. Ein Wärmestrom Q̇ verläuft immer vom Ge-
biet höherer Temperatur zum Gebiet niedriger Temperatur und ist über 




definiert. Dabei ist Q die Wärmemenge, welche transportiert wird. Verkürzt sich die Zeit, in 
der eine bestimmte Wärmemenge übertragen wird, steigt der Wärmestrom entsprechend. 
Folglich lässt sich ein Zusammenhang zwischen Abkühldauer und Wandtemperatur aus dem 
FOURIERschen Gesetz der Wärmeleitung für eine Platte mit 




ableiten. Hier stellen λ die Wärmeleitfähigkeit, A die durchströmte Fläche, d die Wanddicke, 
Tw die Temperatur der wärmeren Wandoberfläche und Tk die Temperatur der kälteren Wand-
oberfläche dar. Ein Umstellen der Gleichung nach Tw, also der Temperatur an der nicht ther-
misch belasteten Wandseite führt zu: 
a) c) b) d) 
a) c) b) d) 




 + Tk (50) 
Für identische Geometrien sind d und A ebenfalls gleich groß. Unter der Annahme derselben 
Temperaturdifferenz bzw. derselben T0 und Tend sind Tk und λ ebenfalls näherungsweise iden-
tisch. Somit wird die Temperatur der wärmeren Wand hauptsächlich durch den Wärmestrom 
bestimmt. Entsprechend ist die Temperatur an der rissfreien Wandseite bei kurzen Abkühl-
dauern höher (siehe Abb. 48). Dies geht auch aus den numerisch ermittelten Werten hervor. 
Bei identischer Temperaturdifferenz des abkühlenden Mediums von bspw. 
ΔT = 545°C - 50°C beträgt die Temperatur am Ende der Abkühldauer von 180 s an der riss-
freien Wandseite 493,33°C, während bei t = 3600 s nur 97,56°C herrschen. Gl. (50) lässt sich 
ebenfalls auf infinitesimal kleine Bereiche der Wand anwenden, um so die Temperaturvertei-
lung über die gesamte Wanddicke zu bestimmen. Mit diesen Temperaturen kann unter Ver-
wendung des Wärmeausdehnungskoeffizienten αT die Wärmedehnung εT nach 
𝜀𝑇 = 𝛼𝑇 · Δ𝑇 (51) 
ermittelt werden. Die Temperaturdifferenz ΔT ergibt sich hier aus der Temperatur T0 und der 
über Gl. (50) bestimmten Temperatur am Ende des Abkühlvorgangs und ist umso größer, je 
länger die Abkühldauer ist. Somit bewirken lange Abkühlzeiten größere thermische Dehnun-
gen (siehe Abb. 48). Es ist jedoch zu beachten, dass es sich aufgrund des Abkühlprozesses um 
negative Dehnungen handelt. Die in Abb. 48 dargestellten schematischen Verläufe veran-
schaulichen die geschilderten Zusammenhänge, welche sich auch in den numerischen Simula-
tionen gezeigt haben. Die Position d = 0 entspricht in diesem Fall der thermisch belasteten 
Wandseite. 
 
Abb. 48:  Schematische Verläufe der Temperatur T, Temperaturdifferenz ΔT, thermischen Zugspan-
nung infolge der Randbedingung σT,RB, Thermospannung σT, Gesamtspannung σges  und 
thermischen Dehnung εT des ungestörten Querschnitts über der Wanddicke d für  
 a) eine kurze Abkühldauer und 
 b) eine lange Abkühldauer in der entsprechend Abb. 49b) gelagerten Platte 
Durch die Randbedingung, dass die Platte sowohl an der oberen als auch unteren Fläche (sie-
he Abb. 49b) in y-Richtung festgehalten wird, kann das Material dieser im Falle einer Abküh-
lung zusammenziehenden Formänderung im Gegensatz zu Abb. 49a) jedoch nicht nachgehen. 
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che zur temperaturbelastungsabgewandten Seite hin abnehmen. Für die gesamte Bauteildicke 
werden diese Zugspannungen größer, umso länger die Abkühldauer ist. Die thermischen 
Spannungen σT hingegen werden kleiner, umso länger die Abkühldauer ist.  
 
Abb. 49:  Verformung der rissbehafteten einseitig thermisch belasteten Platte bei  
 a) einseitiger und  
 b) beidseitiger Lagerung 
Eine Überlagerung beider Spannungskomponenten und der zusätzliche Risseinfluss führen in 
der Platte zu nahezu einem Ausgleich bzw. zu einem leichten Anstieg des SIF mit größer 
werdender Abkühldauer. Im Hohlzylinder findet hingegen keine beidseitige Fesselung der 
Flächen statt. Folglich kann sich das Material resultierend aus der thermischen Belastung um 
εT zusammenziehen. In Bezug auf den SIF ist im dickwandigen Rohr die thermische Span-
nung σT dominant. Da sich diese im ungestörten Querschnitt nach einer anfänglichen Zugbe-
anspruchung in den Druckbereich entwickelt (Abb. 48), sinkt auch der SIF mit fortschreiten-
dem Risswachstum. Er wird jedoch nicht Null, da ein Riss eine Materialtrennung darstellt, 
welche an den Rissflanken durch die thermisch bedingten negativen Dehnungen immer eine 
Zugbeanspruchung bewirkt. Ebenso wie beim Kugelformstück zeigt sich auch für den Hohl-
zylinder (Abb. 50) und die Platte (Abb. 51) ein linearer Zusammenhang zwischen ∆K1 und 
Tend.  
 







Ausgangssituation Verformung infolge thermischer Belastung
a) b) 
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Auffällig ist jedoch, dass die Werte in der Platte deutlich höher sind und die Geraden der un-
terschiedlichen Abkühldauern deutlich näher beieinander liegen als es im Hohlzylinder der 
Fall ist. Darüber hinaus zeigt sich der Einfluss der Randbedingung auf den SIF-Verlauf auch 
im zwischen der Platte und dem Hohlzylinder bzw. dem Kugelformstück bzgl. des Niveaus 
genau entgegengesetzten Zusammenhang zwischen ΔK1 und der Abkühldauer. Während die-
ser Wert im Hohlzylinder mit größer werdender Abkühldauer sinkt, steigt er in der Platte. ΔK1 
kann damit als erste Orientierung für die Größenordnung des SIF-Verlaufs des jeweiligen 
Bauteils angesehen werden. 
 
Abb. 51: ΔK1-Verhalten für die Platte [94] 
Die Untersuchung des a/c-Verlaufs in der Platte ergibt, dass dieser von der Abkühldauer, 
nicht aber von der Endtemperatur Tend abhängt (Abb. 52). Gerade für niedrige Abkühldauern 
sinkt das Seitenverhältnis auf sehr kleine Werte (z.B. für a = 38,93 mm: a/c = 0,45). In diesen 
Fällen stellt sich eine stärkere Ausbreitung des Risses in Umfangsrichtung als bei höheren 
Abkühldauern ein, was sich mit den größeren Spannungsdifferenzen über die Bauteildicke 
begründen lässt. 
 
Abb. 52: Verläufe der a/c-Verhältnisse für  
 a) t = 180s,    b) t = 900s,  
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Ebenso ist auffällig, dass das Anfangsseitenverhältnis von eins nicht der Belastung entspricht. 
Legt man eine Regressionsgerade in die numerisch ermittelten Verläufe, ergibt sich bei allen 
untersuchten Szenarien ein a/c zwischen 0,8 und 0,9. Über Geradengleichungen ist eine Be-
schreibung der linearen Zusammenhänge zwischen Seitenverhältnis und der Risstiefe möglich 
(Abb. 52 gestrichelte Linie). 
Der Anstieg lässt sich dabei entsprechend Abb. 53a) über eine Polynomfunktion vierten Gra-
des beschreiben. Die Achsenabschnitte wurden als lineare Funktion in Abhängigkeit der Zeit 
angenommen (Abb. 53b). Somit erfolgt die Beschreibung des a/c-Verhältnisses in Abhängig-
keit der Risstiefe für unterschiedliche Abkühldauern über: 
a
c








Abb. 53:  a)  Funktionsverläufe des Anstiegs und  
b)  des Achsenabschnitts der Geradengleichungen zur Beschreibung des Zusammenhangs 
zwischen a/c und a in Abhängigkeit der Abkühldauer 
Eine Überprüfung der Lösung wurde in Abb. 54 an zusätzlich durchgeführten Szenarien vor-
genommen. Mit einer maximalen Abweichung von 8% bei t = 500s liefert die analytische 
Lösung eine gute Beschreibung der a/c-Verhältnisse über der Risstiefe beliebiger Abkühldau-
ern. Es ist weiterhin anzumerken, dass bei den überprüften Szenarien eine von 545°C abwei-
chende Anfangstemperatur vorliegt. Somit bestätigt Abb. 54 das Vorliegen eines linearen Zu-
sammenhangs zwischen dem a/c-Verhältnis und der Risstiefe für sowohl beliebige End- als 
auch Anfangstemperaturen.  
a) b) 
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Abb. 54: Vergleich numerisch und analytisch bestimmter a/c-Verläufe für  
a) t = 1500s,   b) t = 300s,  
c) t = 500s und  d) t = 2500s 
5.2 Einfluss des a/c-Verhältnisses 
Um die Abhängigkeit des SIF von der transienten Temperaturbelastung für beliebige Risskon-
figurationen, welche sich nicht aus dem realistischen Rissfortschritt ergeben, zu untersuchen, 
wurden quasi-statische Simulationen einzelner Risstiefen (a = [2; 5; 10; 20; 30]) und a/c-
Verhältnisse (a/c = [0,5; 0,75; 1]) durchgeführt. Exemplarisch für Szenario V3 sind die SIF-
Verläufe der unterschiedlichen a/c-Verhältnisse am tiefsten Punkt der Rissfront in Abb. 55 für 
die Platte dargestellt. Alle Kurven zeigen einen in ähnlicher Form steigenden Verlauf, wobei 
kleinere Seitenverhältnisse zu höheren SIF führen.  
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Eine Betrachtung der SIF für die einzelnen Risstiefen über dem a/c-Verhältnis für die Szena-
rien V3 (Tend = 300°C; t = 180 s) und V4 (Tend = 300°C; t = 1800 s) zeigt in Abb. 56 unabhän-
gig von der thermischen Belastung einen linearen Zusammenhang zwischen SIF und Seiten-
verhältnis. Ein solcher Zusammenhang konnte auch beim Hohlzylinder an exemplarisch simu-
lierten Szenarien festgestellt werden (Abb. 57), wobei die Rissbreite über den betroffenen 
Kreisbogen der Zylinderinnenseite definiert ist.  
 
Abb. 56:  Numerisch ermittelte SIF des tiefsten Punktes der Rissfront für V3 (Tend = 300°C; t = 180 s) 
und V4 (Tend = 300°C; t = 1800 s) in Abhängigkeit des a/c-Verhältnisses aufgeschlüsselt 
nach der Risstiefe [94] 
 
Abb. 57:  Numerisch ermittelte SIF des tiefsten Punktes der Rissfront in Abhängigkeit des a/c-
Verhältnisses exemplarisch für V1(Tend = 50°C; t = 180 s), V2 (Tend = 50°C; t = 1800 s) und 
Beispielrisstiefen 
5.3 Einfluss der Wanddicke 
Einen weiteren Einfluss auf den SIF stellt die Wanddicke d dar, welche für die Platte variiert 
wurde. Die an den Szenarien V1-V4 zusätzlich untersuchten Wanddicken sind 50 mm und 
80 mm. Identisch zu den vorangegangen Simulationen wurde die Einbringung des initialen 
Risses für alle Wanddicken vorgenommen. 
Am Beispiel des Belastungsfalls V2 zeigt ein Vergleich der numerisch ermittelten SIF-
Verläufe für den tiefsten Punkt der Rissfront, dass Unterschiede zwischen den Kurven der 
einzelnen Dicken erst mit fortschreitendem Risswachstum auftreten (Abb. 58) und sich ledig-
a) c) b) d) 
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lich in unterschiedlichen Anstiegen ausdrücken. Die größten SIF treten bei der geringsten 
Wanddicke auf.  
 
Abb. 58: Vergleich der SIF-Verläufe bei unterschiedlichen Wanddicken der Platte für Szenario V2 
Für Szenario V2 (Tend = 50°C) wurde darüber hinaus der Einfluss der Wanddicke auf die 
Oberflächentemperatur an der temperaturbelasteten Wandseite untersucht. Die Ergebnisse 
sind in Tab. 5 zu sehen. Je größer die Wandstärke ist, desto höher ist die Wandtemperatur. 
Das bedeutet, dass bei identischer vorgegebener Endtemperatur und Abkühldauer des Medi-
ums eine dickere Materialstärke zu einem langsameren Abkühlen des Bauteils auf die ge-
wünschte Temperatur führt. Der Zusammenhang zwischen Wanddicke und Oberflächentem-
peratur TW ist bei einem Wärmeübergangskoeffizienten von 10.000 W/(m
2
·K) linear und lässt 
sich über  
TW = 0,123·d + 49,30 (53) 
beschreiben. 
Tab. 5:  Wandtemperatur am Ende der Simulation von V2 bei unterschiedlichen Wanddicken 
Wanddicke [mm] 40 50 63 80 
Wandtemperatur [°C] 54,22 55,41 57,03 59,15 
5.4 Einfluss des Wärmeübergangskoeffizienten 
Eine weitere spezifische Größe für die durchgeführten Simulationen ist der Wärmeüber-
gangskoeffizient. Dieser wurde mit 10.000 W/(m
2
K) sehr hoch angesetzt, um zu untersuchen, 
welchen Einfluss schnelle Abfahrvorgänge durch das Einströmen kalter Luft auf das Ermü-
dungsrisswachstum besitzen. Diese Größenordnung ist aktuell jedoch nur bei Notabschaltun-
gen oder im Volllastbetrieb vorzufinden. Am Lehrstuhl für Technische Thermodynamik 
(LTT) der Universität Rostock wurde im Rahmen des Projektes THERRI eine Simulation des 
Frischdampfverhaltens bei einem gewöhnlichen Abfahrvorgang durchgeführt [95]. Für diese 
ist in Abb. 59 der zeitliche Verlauf des Wärmeübergangskoeffizienten am Kesselaustritt dar-
gestellt. Bei einem gewöhnlichen Volllastbetrieb liegt ein α von näherungsweise 
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10.000 W/(m
2
K) vor, welcher infolge der Einleitung des Teillast- und Abfahrbetriebs auf et-
wa 1000 W/(m
2
K) sinkt. Aus diesem Grund wurden weitere Werte für den Wärmeübergangs-
koeffizienten am Beispielszenario V4 an der Platte angewandt. Dabei wurde der Wert für α 
jeweils als konstant angenommen.  
 
Abb. 59: Zeitlicher Verlauf des Wärmeübergangskoeffizienten am Kesselaustritt (Daten des LTT) 
Abb. 60 zeigt den Einfluss der unterschiedlichen Wärmeübergangskoeffizienten auf die ma-
ximale und minimale Spannung bzw. Bauteiltemperatur und somit also auf die Spannungs- 
bzw. Temperaturdifferenz zwischen den beiden Seiten der Platte. Es ist zu erkennen, dass ein 
Abkühlen des Bauteils um mehr als 10°C innerhalb der Abkühldauer von 1800 s erst oberhalb 
eines Wärmeübergangskoeffizienten von 100 W/(m
2
K) vorliegt (Abb. 60a). Entsprechend 
steigen die Spannungen ab diesem Wert markant an. 
 
Abb. 60:  Auswertung  
a) der Temperatur und  
b)  der Spannung bei unterschiedlichen Wärmeübergangskoeffizienten in der Platte für Sze-
nario V4 (Tend = 300°C; t = 1800 s) 
a) 
b) 
Volllast Teillast Abfahrbetrieb 
62  5 Untersuchung des SIF in einfachen rein thermisch belasteten Geometrien 
Das schlägt sich ebenfalls auf den SIF nieder. Abb. 61 zeigt die SIF-Verläufe infolge Riss-
wachstums in der Platte bei angewandtem Szenario V4 (Tend = 300°C; t = 1800 s) für die un-
terschiedlichen Wärmeübergangskoeffizienten. Aus den numerisch ermittelten Ergebnissen 
geht hervor, dass sich der SIF erwartungsgemäß bei großen α auf einem höheren Niveau be-
findet. Außerdem lässt sich ein steilerer Anstieg der Kurve feststellen.  
 
Abb. 61:  Numerisch ermittelte SIF-Verläufe bei Anwendung unterschiedlicher Wärmeübergangskoef-
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6 ANALYTISCHE BESCHREIBUNG DES SIF-VERHALTENS BEI 
THERMISCHER BELASTUNG 
Um unterschiedliche Belastungsszenarien hinsichtlich ihres bruchmechanischen Verhaltens 
mit möglichst geringem Aufwand zu untersuchen, ist es erforderlich, eine analytische Be-
schreibung des SIF-Verlaufs abzuleiten. In Kapitel 3.1.2 wurden bereits Möglichkeiten zur 
analytischen Beschreibung des SIF-Verlaufs im Kugelformstück unter mechanischer Belas-
tung vorgestellt. Nachfolgend soll auf die thermische Belastung eingegangen werden. Basis 
der analytischen Beschreibungen sind die in Kapitel 4 und 5 durchgeführten numerischen 
Untersuchungen. Für die Entwicklung der Gleichungen wurde auf die Software 
MATLAB R2017b zurückgegriffen. Das Programm wurde verwendet, um die Stützwerte der 
einzelnen numerisch ermittelten SIF in Vektoren und Cell-Arrays zu systematisieren. Zudem 
wurden neu definierte bzw. aus den Ergebnissen abgeleitete Größen für die weitere Auswer-
tung in neuen Vektoren sortiert abgespeichert. Zur Bestimmung der in diesem Kapitel vorge-
stellten Koeffizienten von Polynomfunktionen wurde die im Programm implementierte Cur-
ve-Fitting-Funktion „polyfit“ unter Vorgabe des gewünschten Polynomgrades und der zu be-
schreibenden Stützwerte genutzt. Lagen bei einer Funktion dritten oder vierten Grades weni-
ger als fünf Stützwerte vor, wurden durch lineare Interpolation zusätzliche Wertepaare er-
zeugt und ergänzt. Hintergrund dieser Erweiterung der Vektoren ist es, die Bestimmung von 
Koeffizienten, welche mehrere lokale Extrempunkte im betrachteten Wertebereich beschrei-
ben, zu vermeiden. Die Ermittlung von Anstiegen und Achsenabschnitten linearer Zusam-
menhänge erfolgte über zwei Stützwerte. Zu diesem Zweck wurde eine eigene MATLAB-
Funktion erstellt. Alle bestimmten Parameter sind dabei auf das Einsetzen der Risstiefe 
in mm, der Temperaturen in °C und der Zeit in s ausgelegt, um das Ergebnis für den SIF in 
MPa√m zu erhalten.  
6.1 SIF-Verhalten für sich einstellenden a/c-Verlauf 
In einer ersten Variante soll das SIF-Verhalten bei einem sich während der Rissfortschrittssi-
mulation einstellenden a/c-Verlauf beschrieben werden. Die analytische Beschreibung kann 
dabei analog zu einer linearen Funktion aufgebaut werden: 
∆K(a, t, Tend) = V1(t,Tend)·GT(a) + ∆K1(Tend,t) (54). 
Dabei ist GT(a) eine Funktion zur Beschreibung des grundsätzlichen SIF-Verlaufs über der 
Risstiefe bei einer thermischen Belastung im jeweiligen Bauteil (siehe Abb. 43, Abb. 46 und 
Abb. 47). V1 stellt eine von der Endtemperatur und Abkühldauer abhängige Funktion dar, 
welche das Verhältnis aus der Grundfunktion GT und dem jeweils gewünschten Szenario be-
schreibt. Entsprechend Abb. 62a) verändert dieses Verhältnis die Form der Grundfunktion. 
∆K1 ist ebenfalls eine von Tend und t abhängige Funktion, die den SIF des initialen Risses 
wiedergibt. Sie verschiebt die Kurve wie in Abb. 62b) dargestellt auf das zum Szenario gehö-
rige Niveau (siehe Kapitel 5.1).  
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Abb. 62:  Schematische Darstellung zum Einfluss von  
 a) V1 und     b) ΔK1 auf den SIF-Verlauf [94] 
Um die analytische Beschreibung zusätzlich von der Wanddicke und der Anfangstemperatur 
abhängig zu machen, kann die Lösung um einen anfangstemperaturabhängigen Quotienten 
sowie eine wanddickenabhängige Funktion f(d) ergänzt werden: 
∆K(a, t, Tend, T0, d) = ∆K(a, t, Tend)∙
T0-Tend
545 C - Tend
∙ f(a, d) (55) 
6.1.1 Herleitung der analytischen Beschreibung 
Um die Grundfunktion GT(a) der jeweiligen Kurvenschar (Abb. 43, Abb. 46 und Abb. 47) zu 
bestimmen, wurde in diesem Fall exemplarisch der Verlauf für Szenario V5 (Tend = 50°C; 
t = 900 s) ausgewertet. Dieser wurde zunächst auf 0 MPa√m verschoben, indem von jedem 
einzelnen Wert der Kurve der SIF des Initialrisses ΔK1 subtrahiert wurde: 
ΔKtrans = ΔK - ΔK1 (56). 
Dieser ΔKtrans-Verlauf lässt sich für die Platte entsprechend Abb. 63 mittels einer Polynom-
funktion dritten Grades beschreiben: 
GT(a) = CG,1 · a
3+ CG,2 · a2+ CG,3 · a + CG,4  (57) 
 
Abb. 63:  Auf Basis des numerisch ermittelten SIF-Verlaufs von V5 abgeleitete analytische Lösung für 























1 < V1,1 < V1,2
0
a) b) 
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Wie in Kapitel 5.1 bereits erwähnt wurde, weicht der grundsätzliche SIF-Verlauf in der Platte 
(Abb. 47) von denen im Kugelformstück (Abb. 43) und im Hohlzylinder (Abb. 46) ab. Den-
noch lassen sich die zugehörigen Grundfunktionen GT über Gl. (57) beschreiben. Die Koeffi-
zienten CG,1-CG,4 sind für alle Bauteile Tab. A2 zu entnehmen.  
Für die Bestimmung der Funktion V1 wurden die SIF-Verläufe aller weiteren Szenarien in 















entsprechend Abb. 64. 
 
Abb. 64: Schematische Darstellung zur Bestimmung der Anstiege mG und mi nach (59) und.(60) [94] 
Werden die ermittelten Werte V1 für die unterschiedlichen Szenarien nach der Endtemperatur 
sortiert und über der Abkühldauer dargestellt, erhält man eine Kurvenschar mit ähnlichem 
Verlauf (Abb. 65a). Dabei bewirken höhere Endtemperaturen kleinere Werte für das Verhält-
nis der Anstiege. Eine Beschreibung der Schar ist über ein Polynom dritten Grades in Abhän-
gigkeit der Abkühldauer möglich:  
V1(t,Tend) = CV1,1(Tend) · t
 3+ CV1,2(Tend) · t
 2 + CV1,3(Tend) · t  + CV1,4(Tend) (61) 
Daraus ergeben sich vier Funktionen zur Beschreibung der Koeffizienten CV1,1 bis CV1,4 in 
Abhängigkeit von Tend:  
CV1,i(Tend) = mCV1,i·Tend + nCV1,i (62) 
An dieser Stelle wurde die Vereinfachung durch die Verwendung einer Geradengleichung 
vorgenommen. In Abb. 65 sind für die Platte sowohl die numerisch mittels Gl. (58) bis 
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(gestrichelte Linie) bestimmten Kurven für V1 und die zugehörigen Koeffizientenverläufe zu 
sehen.  
 
Abb. 65: a) V1-Kurven für die unterschiedlichen Endtemperaturen in der Platte und  
 b) Verhalten der zugehörigen Koeffizienten CV1,1-CV1,4  
Auch für den Hohlzylinder (Abb. 66) und das Kugelformstück (Abb. 67) lassen sich diese 
Zusammenhänge mit den vorgestellten Gleichungen beschreiben. Die für die jeweiligen Bau-
teile bestimmten Koeffizienten sind Tab. A3 im Anhang zu entnehmen. Im Unterschied zur 
Platte sinken die V1-Kurven des Hohlzylinders und des Kugelformstücks mit größer werden-
der Abkühldauer. Dies ist damit zu begründen, dass der SIF in der gelagerten Platte entspre-
chend Kapitel 5.1 im Gegensatz zu den beiden anderen Bauteilen mit größer werdender Ab-
kühldauer wächst. Bei einem für das jeweilige Bauteil konstantem Bezugswert mG resultieren 
daraus nach Gl. (58) die dargestellten Kurvenverläufe (Abb. 65a) bzw. Abb. 66 und Abb. 67). 
 
Abb. 66:  Vergleich der numerisch (-) und analytisch (--) bestimmten Kurvenverläufe für den Anstieg 
V1 des Hohlzylinders bei unterschiedlichen Endtemperaturen [94] 
a) 
b) 
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Abb. 67: Vergleich der numerisch (-) und analytisch (--) bestimmten Kurvenverläufe für den Anstieg 
V1 des Kugelformstücks bei unterschiedlichen Endtemperaturen 
Weiterhin wird die Entwicklung des Wertes ΔK1 des jeweiligen Initialrisses über Gl. (63) bis 
Gl. (65) beschrieben. In Abhängigkeit der Abkühldauer lassen sich der Anstieg und der Ach-
senabschnitt des wie bereits in Kapitel 4 und 5 erwähnten linearen Zusammenhangs zwischen 
ΔK1 und Tend (siehe Abb. 68a) ebenfalls über Funktionen beschreiben (siehe Abb. 68b) und c). 
Somit können die Kurven für die unterschiedlichen Abkühlzeiten wie folgt zusammengefasst 
werden: 
∆K1(Tend,t) = mm∆K1(t)·Tend+nm∆K1(t) (63) 
m∆K1(t) = CmΔK,1 · t
4+ CmΔK,2 · t3+ CmΔK,3 · t2+ CmΔK,4 · t + CmΔK,5 (64) 
n∆K1(t) = CnΔK,1 · t
4+ CnΔK,2 · t3+ CnΔK,3 · t2+ CnΔK,4 · t + CnΔK,5 (65) 
Die Beschreibung der Graphen für m∆K1 und n∆K1 erfolgt über Polynome vierten Grades, da 
der Stützwert t = 3600 s bei niedrigerer Ordnung einen Wendepunkt darstellt. Dies würde die 
Anwendbarkeit der Gleichung zusätzlich einschränken. Aus den Kurven geht außerdem her-
vor, dass sich die Werte von mΔK1 bzw. nΔK1 für t = 180 s lediglich um 10 % bzw. 14 % von 
den Werten für t = 3600 s unterscheiden. Die Abweichungen nehmen mit steigender Abkühl-
dauer ab. 
Da sich gezeigt hat, dass für den Hohlzylinder und das Kugelformstück ähnliche Zusammen-
hänge bestehen wie für die Platte, wurde das für die Platte beschriebene Verfahren zur Be-
stimmung der analytischen Lösung in MATLAB automatisiert (Anhang 11.5). Diese Automa-
tisierung ermöglicht die Ermittlung der Koeffizienten für die Gleichungen (54)-(65) aus den 
numerisch ermittelten SIF und zugehörigen Risstiefen der vorgegebenen zwölf Szenarien für 
beliebige Bauteilgeometrien (Tab. A4 im Anhang). Die Ergebnisse gelten jedoch zunächst für 
die bei den Untersuchungen vorliegenden Bauteilgeometrien mit einer Wanddicke 
d = 63 mm. 
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Abb. 68:  a) ∆K1(Tend)-Kurven der Abkühldauern in der Platte und zugehörige Graphen des  
 b) Anstiegs und  c) Achsenabschnitts 
Zur Ableitung einer analytischen Beschreibung des Zusammenhangs zwischen SIF und 
Wanddicke f(d), welche sich in die vorgestellte Lösung integrieren lässt, wurde zunächst das 
Verhältnis der SIF der weiteren Wanddicken und der Ausgangswanddicke von 63 mm für die 
unterschiedlichen Szenarien in der Platte ausgewertet (Abb. 69). Über die Risstiefe ergibt sich 
ein nahezu belastungsfallunabhängiger Verlauf. Aus diesem Grund wurde zusätzlich eine Re-
gressionsgerade („reg“) in die Kurvenschar der jeweiligen Wanddicken gelegt, welche die 
Ergebnisse aller Szenarien zusammenfassen soll: 
f
 
(a, d) = mreg(d) ∙ a + nreg(d) (66) 
Der Achsenabschnitt nreg folgt dabei aus der Festlegung, dass der Kurvenwert bei der initialen 
Risstiefe 1 betragen soll.      
 
Abb. 69:  Verhältnis der Spannungsintensitätsfaktoren bei einer Wanddicke von  
a) 50 mm und  b) 80 mm der Platte 
Die neuen Größen mreg und nreg des linearen Zusammenhangs zwischen den SIF-Verhältnissen 
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nicht-linear ist, war die Untersuchung einer vierten Wanddicke, in diesem Fall d = 40 mm an 
Szenario V2 (ΔT = 545°C-50°C; t = 1800 s), erforderlich(Abb. 70).     
 
Abb. 70: Übersicht über die Regressionsgeraden der SIF-Verhältnisse bei verschiedenen Wanddicken 
in der Platte 
Wie aus Abb. 71 hervorgeht, liegt ein nahezu linearer Verlauf von mreg und nreg vor. Da die 
Beschreibung der Kurvenschar unterschiedlicher Dicken die analytische Lösung für 
d = 63 mm erweitern soll, wurde die Kurve mreg in zwei Geraden für die Bereiche d/63 < 1 
und d/63 > 1 aufgeteilt: 
Für d/63 < 1 gilt 
mreg(d) = -0,012 ·
d
63
 + 0,012 (67) 
und für d/63 > 1    
mreg(d) = -0,009 ·
d
63
 + 0,009 (68) 
Legt man die Gerade zur Beschreibung von nreg durch den ersten und letzten Punkt aus 
Abb. 71b), ist der Wert nreg(d = 63 mm) näherungsweise 1. Das ist erforderlich, um die analy-
tische Lösung nach Gl. (54) für d = 63 mm nicht zu beeinflussen. Darüber hinaus bewirkt der 
Achsenabschnitt lediglich eine Verschiebung der SIF-Kurve. Eine Abweichung des Anstiegs 
kann jedoch mit fortschreitendem Risswachstum zu größeren Abweichungen führen. Aus die-
sem Grund findet zur Beschreibung von nreg keine Unterteilung der Beziehung in zwei Berei-
che statt. Somit kann der Achsenabschnitt mit 
nreg(d) = 0,053·D + 0,945 (69) 
beschrieben werden. 
 
Abb. 71:  Kurven der  
a) Anstiege und  
b) Achsenabschnitte der Regressionsgeraden in der Platte 
a) b) 
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6.1.2 Überprüfung der Methode zur analytischen SIF-Bestimmung 
Die Überprüfung der zuvor abgeleiteten analytischen SIF-Lösung gelingt durch ein Einsetzen 
der ermittelten Parameter in die Gleichungen (55), (57) und (61) bis (69). Für die Platte führt 
dies für die zur Identifikation verwendeten Belastungsszenarien über der in der jeweiligen 
numerischen Simulation maximal erreichten Risstiefe zu den in Abb. 72 dargestellten Kurven 
(gestrichelte Linie). Das Resultat ist eine durchschnittliche Abweichung der Ergebnisse von 
unter 10%. Dabei liegen die analytisch ermittelten Ergebnisse fast ausschließlich unter der der 
numerisch ermittelten Lösung. Damit ist die Lösung nichtkonservativ. Dies ist bei der Be-
rechnung der Restlebensdauer und Festlegung der Inspektionsintervalle zu berücksichtigen.  
 
Abb. 72:  Vergleich der numerisch (-) und analytisch (--) ermittelten SIF-Lösungen der zwölf Szenari-
en in der Platte (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) 
Um zu überprüfen, ob die Gleichung auch für andere Szenarien gute Ergebnisse liefert, wur-
den vier weitere Belastungen untersucht. Neben der Endtemperatur und Abkühlgeschwindig-
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keit wurde zudem die Anfangstemperatur variiert. Wie Abb. 73 zeigt, liegen gute Überein-
stimmungen vor.  
 
Abb. 73:  Vergleich der numerisch (-) und analytisch (--) ermittelten SIF-Lösungen für die zusätzlichen 
Szenarien in der Platte (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) [94] 
6.1.2.1 Anwendbarkeit der Methodik auf weitere Geometrien 
Die in Kapitel 6.1.1 vorgestellten Gleichungen zur Beschreibung des SIF in Abhängigkeit 
thermischer Belastung wurden ebenfalls auf den Hohlzylinder und das Kugelformstück ange-
wandt. Die Automatisierung der Methode führt für beide Bauteile zu ähnlich guten Ergebnis-
sen wie bei der Platte (Abb. 75 und Abb. 74). Dies bestätigt das Vorliegen der abgeleiteten 
Zusammenhänge. 
Wegen der nicht-selbstähnlichen Rissausbreitung ist im Kugelformstück jedoch zu beachten, 
dass die Lösung an den Initialriss (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) gebunden ist. Eine abweichende 
Rissgeometrie kann zu einem deutlich anderen Rissverlauf führen, womit die Lösung nicht 
mehr anwendbar ist. 
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Abb. 74: Vergleich der numerisch (-) und analytisch (--) ermittelten SIF-Lösungen für die zusätzlichen 
Szenarien im Kugelformstück (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) 
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Abb. 75:  Vergleich der numerisch (-) und analytisch (--) ermittelten SIF-Lösungen für die zusätzlichen 
Szenarien im Hohlzylinder (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) [94] 
6.1.2.2 Variation der Plattenwanddicke 
Zur Überprüfung der Gleichungen (66) bis (69) wurde das über die Regressionsgerade be-
stimmte SIF-Verhältnis f(d) mit der numerisch und der analytisch bestimmten SIF-Lösung bei 
d = 63 mm multipliziert. In Abb. 76 ist für alle drei untersuchten Wanddicken zu sehen, dass 
die numerisch bestimmte Lösung (blaue Kurve) gut mit dem Produkt aus numerischer Lösung 
(d = 63 mm) und der Regressionsgeraden f(d) (grüne Kurve) übereinstimmt. Die nach Gl. (55) 
komplett analytisch bestimmte Lösung (rote Kurve) unterscheidet sich leicht von den beiden 
anderen Kurven. Dies lässt sich mit der leichten Abweichung der Grundfunktion für 
d = 63 mm begründen.      
 
Abb. 76: Vergleich der numerisch (blau), halbanalytisch (grün) und analytisch nach Gl. (55) (rot) 
ermittelten SIF-Verläufe bei einer Wanddicke von  
 a) 40 mm,  
 b) 50 mm und  
 c) 80 mm (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) am Beispiel von Szenario V2(Tend = 50 °C; t = 1800 s) 
a) b) c) 
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Die numerisch ermittelten maximalen Risstiefen sind z.T. deutlich geringere als die Referenz-
lösung für d = 63 mm. Gerade große Risstiefen weisen jedoch größere Abweichungen zwi-
schen numerisch und analytisch bestimmter SIF-Kurve auf. Wegen der geringen Unterschiede 
zwischen der halbanalytischen und numerischen Lösung und um dennoch eine Aussage über 
die Qualität der analytischen Lösung zu erhalten, wird in Abb. 77 die analytische mit der 
halbanalytisch ermittelten SIF-Lösung verglichen. Da alle halbanalytischen Lösung auf der-
selben numerischen SIF-Lösung basieren, ist ein exemplarischer Verlauf der Abweichungen 
für d = 80 mm ausreichend, um die gute Übereinstimmung zwischen numerisch und analy-
tisch bestimmten SIF zu illustrieren. Die dargestellten Differenzen spiegeln dabei weniger den 
Einfluss der Wanddickenbeschreibung, sondern vielmehr die Beschreibbarkeit des SIF-
Verhaltens unter thermischer Belastung nach Gl. (54) wieder. Unter Berücksichtigung von 
Abb. 76 bestätigen die geringen Abweichungen dennoch das beschriebene Vorgehen zur Be-
rücksichtigung der Bauteildicke in der analytischen Beschreibung des SIF-Verlaufs. 
 
Abb. 77: Abweichung der halbanalytisch und analytisch bestimmten SIF-Lösungen von Sze-
nario V2 bei d = 80 mm 
6.1.2.3 Anwendung unterschiedlicher Wärmeübergangskoeffizienten 
Um zu überprüfen, ob sich der Einfluss des Wärmeübergangskoeffizienten mithilfe der analy-
tischen Gleichungen abbilden lässt, wurde für alle Belastungsszenarien mit einer Abkühldauer 
von 1800 s ein Vergleich der Endtemperaturen des Mediums und der in den Simulationen 
ermittelten Endtemperaturen an der Bauteiloberfläche der Platte vorgenommen. Es zeigte 
sich, dass in allen Fällen eine Temperaturdifferenz zwischen Medium und Bauteil von etwa 
5°C vorliegt. Diese wurde auf die für V4 (Tend = 300°C; t = 1800 s)  in den numerischen Si-
mulationen ermittelte Oberflächentemperatur infolge der unterschiedlichen Wärmeüber-
gangskoeffizienten addiert, um sie schließlich in die Gleichungen einzusetzen.  
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Abb. 78:  a)  Numerisch ermittelter SIF-Verlauf und  
b)  analytisch ermittelter SIF-Verlauf bei Anwendung unterschiedlicher Wärmeübergangsko-




Wie aus Abb. 78b) hervorgeht, deckt die analytische Beschreibung den initialen SIF ∆K1 ab. 
Im Gegensatz zu den numerischen Ergebnissen aus Abb. 78a) weisen die analytisch ermittel-
ten SIF-Verläufe allerdings nur sehr geringe Unterschiede der einzelnen Kurvenanstiege von-
einander auf. Dies unterstreicht, dass der Wärmeübergangskoeffizient nicht nur einen Einfluss 
auf die Oberflächentemperatur, sondern die gesamte Temperaturverteilung über die Wanddi-
cke besitzt. Entsprechend wurde überprüft, ob eine zusätzliche Anpassung des Verhältnis-
ses V1 entsprechend Gl. (58) durch 
V1(α) = mk1(α)∙V1(10.000)  
mit 







und den in Abb. 79 dargestellten Werten zu einer besseren Beschreibung des SIF-Verlaufs in 
Abhängigkeit des Wärmeübergangskoeffizienten führt.  
 
Abb. 79: Verhältnis der Anstiege mk1 über dem Verhältnis der Wärmeübergangskoeffizienten 
Die Ergebnisse in Abb. 80 zeigen bei Verwendung von V1(α) deutlich geringere Abweichun-
gen der jeweiligen Anstiege voneinander als die in Abb. 78 angewandte Methode. Die z.T. 
großen relativen Abweichungen der Kurven bei kleinen Wärmeübergangskoeffizienten sind 
auf die geringe Größenordnung der SIF zurückzuführen.  
a) b) 
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Abb. 80: Vergleich der in der Platte numerisch (-) und analytisch (--) ermittelten SIF-Verläufe für  
a) α = 0,1 W/(m
2
K),  b) α = 1 W/(m
2
K), c) α = 10 W/(m
2
K),  
d) α = 100 W/(m
2
K,) e) α = 1000 W/(m
2
K) und  f) α = 10.000 W/(m
2
K) 
Außerdem ist erkennbar, dass die stärkeren Abweichungen hauptsächlich bei Rissen auftreten, 
deren Tiefe größer als die halbe Bauteildicke ist. Für α ≥ 100W/(m
2
K) betragen die maxima-
len Abweichungen in diesem Risstiefenbereich etwa 8 %. Für geringere Risstiefen weichen 
die analytischen Lösungen um etwa 2-3 MPa√m von den numerisch ermittelten SIF ab. Dies 
spricht für eine sehr gute Abbildung der numerischen Ergebnisse. Die ähnlichen Verläufe der 
analytisch und numerisch bestimmten SIF-Lösungen bei unterschiedlichen Wärmeübergangs-
koeffizienten lassen darauf schließen, dass die Ursache für die Abweichungen bei großen 
Risstiefen in der Definition der Grundfunktion GT(a) liegt und somit nicht von α unabhängig 
ist. Entsprechend ist davon auszugehen, dass die Durchführung weiterer Simulationen der 
anderen Belastungsszenarien unter Variation des Wärmeübergangskoeffizienten die Berück-
sichtigung seines Einflusses in der analytischen Beschreibung ermöglicht. 
Dass diese Simulationen für alle Szenarien durchzuführen sind, geht aus der Auswertung der 
Temperaturunterschiede zwischen Medium und Bauteiloberfläche der einzelnen Szenarien bei 
α = 10.000 W/(m
2
K) hervor (Tab. 6). Tab. 6 zeigt weiterhin, dass für jede hier betrachtete 
Abkühldauer eine andere nahezu konstante Abweichung der Temperaturdifferenz bezogen auf 
die Abkühldauer zwischen Medium und Bauteiloberfläche vorliegt. Dies lässt darauf schlie-
ßen, dass aufbauend auf einer Vielzahl weiterer Simulationen die Ableitung einer analyti-
schen in die bestehende Lösung integrierbaren Beziehung möglich ist. 
 
a) b) c) 
d) e) f) 
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Tab. 6:  Auswertung der Endtemperaturen des Mediums und der Bauteiloberfläche bei 
α = 10.000 W/(m
2
K) 
t [s] T0 [°C] 
Tend [°C] (T0-Tend)/t [°C/s] 
Abw. [%] 
Medium Bauteil Medium Bauteil 
180 545 50 90,1 2,75 2,53 8,1 
180 545 100 136,4 2,47 2,27 8,2 
180 545 300 321,1 1,36 1,24 8,6 
1800 545 50 56,1 0,275 0,272 1,23 
1800 545 100 106,5 0,247 0,244 1,46 
1800 545 300 304,0 0,136 0,134 1,63 
6.1.2.4 Bewertung der Methode 
Um die Methode nach Kapitel 6.1 zu bewerten, ist die Auswertung der Abweichungen hilf-
reich. Die Abweichungen der analytischen Lösungen von den jeweiligen numerisch bestimm-
ten SIF der drei untersuchten Bauteilgeometrien für die Wanddicke d = 63 mm und einen 
Wärmeübergangskoeffizienten von 10.000 W/(m
2
K) sind Abb. 81 zu entnehmen. Dabei wur-









mit der Anzahl der je Szenario simulierten Rissfortschritte i ermittelt. Die Ergebnisse zeigen 
eine gute Übereinstimmung mit den Simulationsergebnissen. Gerade bei der Platte und dem 
Hohlzylinder liegen die mittleren Abweichungen größtenteils unter 10%.  
 
Abb. 81:  Mittlere Abweichung zwischen den numerisch und analytisch ermittelten SIF der unter-
schiedlichen Bauteilgeometrien für die verschiedenen Szenarien  
Die Abweichungen für das Kugelformstück schwanken signifikant. Dies ist darauf zurückzu-
führen, dass die Form der SIF-Kurven je nach Abkühldauer unterschiedlich ist. Wie bereits 
beschrieben, kommt es gerade bei langen Abkühldauern zum Abknicken der Rissfront, was 
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sich möglicher Weise in dem SIF-Verlauf niederschlägt. Weiterhin konnte gezeigt werden, 
dass Risse sich in einem solchen Fall asymmetrisch ausbreiten. Entsprechend fällt die Defini-
tion eines Punktes der Rissfront, der für alle Szenarien vergleichbar ist, schwer. Somit kann 
auch der Vergleich der SIF-Verläufe unterschiedlicher Orte ein Grund für die Schwankungen 
der Abweichungen sein.  
Ein weiterer Grund für die z.T. großen relativen Abweichungen ist in Abb. 82 veranschau-
licht. Während eine annähernd konstante absolute Abweichung von etwa 5 MPa√m vorliegt, 
schwankt das Spannungsintensitätsniveau, hier durch den maximalen Wert ΔKmax jedes Sze-
narios veranschaulicht, sehr stark. Durch diese starken Unterschiede der Größenordnung der 
SIF besitzen die geringen absoluten Abweichungen einen größeren Einfluss auf die relativen 
Abweichungen bei niedrigeren Spannungsintensitätsniveaus als bei höheren.  
 
 
Abb. 82:  Darstellung des Zusammenhangs zwischen ΔKmax und der Abweichung am Beispiel des Ku-
gelformstücks 
Dass die Temperaturabhängigkeit der Materialparameter (Tab. A1), anders als z.T. in den 
Untersuchungen in der Literatur (Kapitel 2.6.2) angenommen, durchaus zu berücksichtigen 
ist, lässt sich aus den numerisch ermittelten Verläufen in Abb. 83 schließen. Dargestellt sind 
die SIF-Verläufe im Kugelformstück einer identischen Abkühldauer t = 900s und einer identi-
schen Temperaturdifferenz von 245°C.  
 
Abb. 83:  Vergleich der numerischen SIF-Verläufe gleicher Temperaturtransienten zur Veranschauli-
chung des Einflusses temperaturabhängiger Materialparameter am Beispiel des Kugelform-
stücks 
ΔKmax [MPa√m] 
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Die betrachteten Szenarien unterscheiden sich lediglich im Temperaturniveau, welches um 
200°C voneinander abweicht. Wie Abb. 83 zeigt, besitzen beide Verläufe eine ähnliche Form. 
Aufgrund der temperaturabhängig hinterlegten Materialkennwerte liegt jedoch eine über die 
Risstiefe konstante Differenz (ca. 20% Abweichung) der Kurven voneinander vor. Dieser 
Einfluss wird mit der in dieser Arbeit entwickelten Methode berücksichtigt und abgebildet.  
Die Lösung gilt aktuell lediglich für einen einzigen Wärmeübergangskoeffizienten. Allerdings 
konnte für die Platte der Einfluss der Wanddicke einbezogen werden. Weiterhin basiert die 
Methodik auf Lösungen von Rissfortschrittssimulationen in FRANC3D. Somit gelten die Lö-
sungen für konkrete a/c-Verläufe, welche jedoch bruchmechanisch begründet sind und in Ka-
pitel 5.3 für die Platte bereits analytisch beschrieben werden konnten. Für das Vorliegen ab-
weichender Risskonfigurationen wird in Kapitel 6.2 eine weitere Methode zur SIF-
Bestimmung thermisch belasteter Bauteile vorgestellt. 
6.2 SIF-Verhalten bei beliebiger Rissgeometrie 
Da Risse durch die unterschiedlichsten Ursachen entstehen können, kann nicht zwangsläufig 
davon ausgegangen werden, dass die initiale Rissgeometrie einem der in Kapitel 6.1 vorlie-
genden Konfigurationen entspricht. Daher wurde als zweite Variante ein nicht nur von der 
Risstiefe, sondern auch von dem a/c-Verhältnis abhängige SIF-Lösung (zusammengefasst im 
Anhang 11.3) am tiefsten Punkt der Rissfront hergeleitet. 
6.2.1 Herleitung der analytischen Beschreibung 
Wie bereits in Kapitel 5.2 gezeigt werden konnte, liegt zwischen dem SIF und dem Seitenver-
hältnis ein linearer Zusammenhang vor (siehe Abb. 56), welcher sich unter Berücksichtigung 
der Anfangstemperatur über 
∆KA(a, c, t, Tend, T0) = mK,ac(a, Tend, t) ∙ 
a
c
 + nK,ac(a, Tend, t) (73) 
beschreiben lässt. mK,ac und nK,ac sind von der Risstiefe, der Endtemperatur und der Abkühl-
dauer abhängig und stellen den Anstieg bzw. den Achsenabschnitt der linearen Beschreibung 
dar. Wie aus Abb. 84 hervorgeht, bewirkt die Endtemperatur eine Verschiebung der Kurven 
mK,ac(a, Tend, t), während die Abkühldauer einen Einfluss auf deren Krümmung besitzt. Aus 
hohen Endtemperaturen folgen damit höhere Werte und aus geringeren Abkühldauern eine 
deutlichere Krümmung. Um dieses Verhalten zu beschreiben, wurde von einer Struktur ana-
log zu Gl. (54) ausgegangen und das Skript (siehe Anhang 11.5) zur automatisierten Bestim-
mung der Koeffizienten für den SIF aus Kapitel 6.1 auf mK,ac und die zugehörigen Risstiefen 
angewandt. Die Zusammenhänge lassen sich über 
mK,ac (a, t, Tend) = (GT,m(a) + ∆K1(Tend,t))· 
T0- Tend
545 C - Tend
 (74) 
beschreiben. ΔK1 stellt in diesem Fall nicht den initialen SIF dar, sondern beschreibt den Wert 
des Anstiegs mK,ac für die kleinste untersuchte Risstiefe. Die Verwendung des Variablenna-
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mens soll an dieser Stelle lediglich die Analogie der Struktur der Gleichungen (54) und (74) 
unterstreichen. 
 
Abb. 84:  Kurvenverläufe des Anstiegs aus Gl. (73) zur Beschreibung des a/c-abhängigen SIF der 
Platte für 
 a) Tend = 50°C,   b) Tend = 100°C und   c) Tend = 300°C [94] 
Als Grundfunktion GT,m wurde eine Wurzelfunktion angenommen, weshalb das Verhältnis V1 
entfällt. Da die kleinste simulierte Risstiefe 2 mm beträgt, wurde sie in der Basis abgezogen:  
GT,m(a) = kT ∙ √a - 2mm (75) 
Über die Methode der kleinsten Fehlerquadrate wurde anschließend für alle Szenarien der 
Koeffizient kT, welcher die Krümmung der Kurve vorgibt und analog zu V1 aus Gl. (54) zu 
sehen ist, bestimmt. Ein Vergleich des numerisch und analytisch bestimmten auf null ver-
schobenen mK,ac-Verlaufs ist exemplarisch für Szenario V3 in Abb. 85 zu sehen. Die Ergeb-
nisse stimmen gut überein. Die Kurvenschar zur Beschreibung der über die Fehlerquadratme-
thode erhaltenen kT lässt sich über ein Polynom dritten Grades in Abhängigkeit der Abkühl-
dauer beschreiben. Wie auch bei V1 wurden diese Verläufe anschließend über eine Geraden-
gleichung abhängig von Tend definiert. Der Parameter ΔK1 wurde analog zu Gl. (63) aus Kapi-
tel 6.1 über eine von Tend abhängige lineare Funktion definiert. Der zugehörige Achsenab-
schnitt und Anstieg wurden jeweils durch ein Polynom dritten Grades über der Abkühldauer 
beschrieben (siehe Gl. (64) und (65)). Die ermittelten Koeffizienten der Gleichungen sind im 
Anhang Tab. A5 und Tab. A6 zu entnehmen. In Anhang 11.6 befindet sich der angepasste 
Quelltext zur Bestimmung der Parameter. 
a) c) b) 
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Abb. 85: Vergleich der numerisch und analytisch bestimmten Verläufe für mK,ac am Beispiel von V3 
Wie aus Abb. 86 hervorgeht, unterscheiden sich nK,ac und mK,ac hauptsächlich durch das Vor-
zeichen von kT voneinander. Während dieses für mK,ac negativ ist, ergeben sich für nK,ac posi-
tive Vorzeichen. Dies ist im Skript durch eine Änderung der Relationszeichen zu berücksich-
tigen (siehe Anhang 11.6.1.2). Die zugehörigen Werte für die Koeffizienten sind im Anhang 
in Tab. A5 und Tab. A6 zu finden. 
 
Abb. 86:  Kurvenverläufe der Achsenabschnitte aus Gl. (73) zur Beschreibung des a/c-abhängigen SIF 
der Platte für 
 a) Tend = 50°C,   b) Tend = 100°C und   c) Tend = 300°C  
Das Vorgehen wurde ebenfalls auf den Hohlzylinder angewandt. Da sich die Kurvenverläufe 
der Anstiege und der Achsenabschnitte nicht mit einer Wurzelfunktion beschreiben lassen 
(siehe Abb. 87 und Abb. 88), wurde für die Bestimmung der Grundfunktion GT,m(a) wieder 
über den Verlauf von V5 unter Verwendung einer Polynomfunktion dritten Grades analog zu 
dem Vorgehen in Kapitel 6.1.1 zurückgegriffen. Entsprechend wird auch V1 als Quotient der 
Anstiege der Grundfunktion und des jeweiligen Belastungsszenarios definiert. Dieses Vorge-
hen ist für den Hohlzylinder möglich, da sich die Verläufe von mK,ac bzw. nK,ac  untereinander 
stark ähneln. Im Falle der Platte stehen eindeutig gekrümmte Kurven nahezu linearen Verläu-
fen gegenüber. Dies erschwert die Definition einer geeigneten Grund- und somit Bezugsfunk-
tion GT,m. Vor allem für den Anstieg mK,ac wirken sich von den numerischen Lösungen abwei-
a) c) b) 
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chende analytisch ermittelte Werte jedoch stark auf den darauf aufbauenden SIF aus. Daher 
ist die Bestimmung von kT jedes einzelnen Szenarios für die Ableitung einer geeigneten ana-
lytischen Lösung sinnvoller. Die Beschreibung aller weiteren Koeffizienten und Zusammen-
hänge erfolgt analog zur Platte. Eine Zusammenfassung der Gleichungen und die zugehörigen 
Koeffizienten befinden sich in Tab. A7 und Tab. A8 im Anhang 11.3.  
 
Abb. 87:  Kurvenverläufe des Anstiegs (Gl. (73)) zur Beschreibung des a/c-abhängigen SIF im Hohlzy-
linder für 
 a) Tend = 50°C,   b) Tend = 100°C und   c) Tend = 300°C  
 
Abb. 88:  Kurvenverläufe des Achsenabschnittes aus Gl. (73) zur Beschreibung des a/c-abhängigen 
SIF im Hohlzylinders für 
 a) Tend = 50°C,   b) Tend = 100°C und   c) Tend = 300°C  
a) c) b) 
a) c) b) 
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6.2.2 Anwendung der hergeleiteten Lösung zur SIF-Bestimmung  
Die ermittelten Gleichungen wurden anschließend anhand der zur Identifikation genutzten 
Szenarien überprüft. Abb. 89 zeigt für die Platte und ein konstantes a/c-Verhältnis von 1 den 
Vergleich aus den analytisch und in Kapitel 5.2 numerisch ermittelten SIF-Verläufen über der 
Risstiefe. Die hergeleiteten analytischen Beziehungen bilden die einzelnen SIF-Kurven sehr 
gut ab. 
 
Abb. 89: Vergleich der numerisch (-) und analytisch (--) bestimmten SIF-Verläufe für a/c = 1 in der 
Platte [94] 
Für a/c = 0,5 und das bei der Identifikation nicht berücksichtigte a/c = 0,75 liegen die Abwei-
chungen zwischen analytisch und numerisch ermittelten SIF für die jeweiligen Szenarien 
ebenfalls bei unter 10 % (Abb. 90). An den zuvor vorgestellten zusätzlichen Szenarien wur-
den die in Tab. 7 aufgeführten Risskonfigurationen getestet. Die Auswahl der Rissgeometrien 
war dabei unter der Bedingung, in allen von den zur Identifikation verwendeten Konfiguratio-
nen abzuweichen, zufällig. Auch in diesen Fällen sind die Abweichungen gering. 
84  6 Analytische Beschreibung des SIF-Verhaltens bei thermischer Belastung 
 
Abb. 90:  Abweichungen zwischen analytisch und numerisch ermittelten SIF für unterschiedliche a/c-
Verhältnisse in der Platte 
Tab. 7:  Abweichungen zwischen analytisch und numerisch ermittelten SIF für weitere Risskonfigura-
tionen an den zusätzlichen Belastungsszenarien in der Platte 
Risskonfiguration Abweichung [%] 
ΔT = (545-200)°C; t = 1500 s; a = 25 mm; a/c = 0,4 
ΔT = (500-200)°C; t = 300 s; a = 15 mm; a/c = 0,6 
ΔT = (400-50)°C; t = 500 s; a = 8 mm; a/c = 0,9 





Darüber hinaus wurde die Anwendung der Gl. (73) für von 63 mm abweichende Wanddicken 
überprüft (Tab. 8). Zu diesem Zweck wurde die in Kapitel 6.1 hergeleitete Funktion f(a, d) 
mit Gl. (73) multipliziert. Die Ergebnisse bestätigen die Anwendung der analytischen Be-
schreibung auch für eine variable Wanddicke. 
Tab. 8:  Abweichungen zwischen analytisch und numerisch ermittelten SIF für weitere Risskonfigura-
tionen bei weiteren Bauteildicken der Platte 
Merkmal ∆Kanaly [MPa√m] ∆Knum [MPa√m] Abw. [%] 
V2, d = 80 mm; 
a = 27 mm; a/c = 0,6 
260,18 261,69 0,58 
V4, d = 50 mm; 
a = 17 mm; a/c = 0,4 
130,51 122,54 6,50 
Die Ergebnisse für den Hohlzylinder und ein konstantes a/c-Verhältnis von 1 weisen ähnlich 
geringe Abweichungen auf (Abb. 91). Auffällig ist in diesem Fall, dass die numerisch ermit-
telten SIF-Verläufe umso besser abgebildet werden, je größer die Abkühldauer ist. Das trifft 
ebenso auf a/c = 0,5 zu (Abb. 92). 
Die für die Platte und den Hohlzylinder hergeleiteten analytischen Lösungen ermöglichen es, 
eine Aussage über den Spannungsintensitätsfaktor in einer einseitig thermisch belasteten Plat-
te und einem Hohlzylinder bei beliebiger Risstiefe und beliebigem a/c-Verhältnis zu treffen. 
Die thermischen Randbedingungen beschränken sich jedoch auf einen Temperaturbereich des 
Mediums zwischen 545°C und 50°C und Abkühldauern von 180 s bis 3600 s. Obwohl für die 
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Platte zusätzlich die Wanddicke variiert werden kann, wird ein beliebiger Wärmeübergangs-
koeffizient auch in dieser Variante nicht berücksichtigt.  
 
Abb. 91:  Vergleich der numerisch (-) und analytisch (--) bestimmten SIF-Verläufe für a/c = 1 im 
Hohlzylinder 
 
Abb. 92:  Abweichungen zwischen analytisch und numerisch ermittelten SIF für unterschiedliche a/c-
Verhältnisse im Hohlzylinder 
86  6 Analytische Beschreibung des SIF-Verhaltens bei thermischer Belastung 
6.3 Anwendung der Gewichtsfunktionsmethode 
In einer dritten Möglichkeit wurde außerdem die Anwendung der Gewichtsfunktionsmethode 
untersucht. Zu diesem Zweck wurden drei unterschiedliche Varianten an einer Platte getestet. 
Zum einen wurden die Parameter für einen halbelliptischen Oberflächenriss nach [97] ent-
sprechend [96] getestet. Da sich die in der Literatur befindlichen Lösungen auf thermisch und 
mechanisch überlagerte Belastungen beziehen, wurde anhand der Platte am Beispiel von Sze-
nario V4 (Tend = 300°C; t = 1800 s) außerdem eine Variation der Koeffizienten für die Stan-
dardformulierung nach Gl. (35) für rein thermische Belastung iterativ hergeleitet (siehe 
Tab. 9). Die nach 
ℎ (x, a) = -√
2
π · a


















umformulierte Gleichung (vgl. [96]) wurde auf drei Koeffizienten beschränkt und erhielt we-
gen der besseren Ergebnisse während des Iterationsprozesses zudem ein negatives Vorzei-
chen. Des Weiteren wurde die Anwendung einer Exponentialfunktion getestet: 
h (x, a) = (M1·e
 M2·(a - x) + M3) (77) 
Dabei sind die Koeffizienten M1 bis M3 Tab. 9 zu entnehmen.  
Tab. 9:  Koeffizienten der Gewichtsfunktion nach Gl. (35) und Gl. (77) 
 SHEN und GLINKA [96, 97] 
(für SIF in N/(mm
3/2
)) 
Angepasst nach Gl. (35)  

















Ein Vergleich der Gewichtsfunktionen für unterschiedliche Risstiefen zeigt deutliche Unter-
schiede (Abb. 93). Während die Beschreibung über eine Exponentialfunktion und die Parame-
ter nach SHEN und GLINKA zu einem steigenden Verlauf mit fortschreitendem Verhältnis 
der Laufvariablen x der Wanddicke bezogen auf die Risstiefe führen, fällt die Kurve für die 
Beschreibung über die angepasste Form. Weiterhin ist auffällig, dass eine Bündelung der 
Kurven der Exponentialfunktion bei x/a = 1 auftritt, während die angepasste Variante nach 
Gl. (76) bei x/a = 0,7 eine Schnittstelle aller Kurvenverläufe aufweist. Weiterhin zeigt sich bei 
der angepassten Form und der Formulierung nach SHEN und GLINKA ein deutlich stärker 
ausgeprägter Verlauf gegen unendlich bzw. gegen minus unendlich für x/a = 1 als bei der Ex-
ponentialfunktion. Begründen lässt sich dies mit dem ersten Term in Gl. (76) gegenüber M3 
aus Gl. (77). Die unterschiedliche Größenordnung der Verläufe resultiert daraus, dass im Ge-
gensatz zu den beiden anderen Lösungen bei der Exponentialfunktion keine Singularität vor-
liegt. Eine Betrachtung der Verläufe im Bereich 0 ≤ h ≤ 1,5 mm
-3/2
 zeigt jedoch, dass die Kur-
ven für die jeweils identischen Risstiefen eine ähnlich große Fläche beschreiben. Eine weitere 
Gemeinsamkeit der Kurvenscharen ist, dass die Werte mit größer werdendem a sinken. 
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Abb. 93:  Kurvenverläufe der Gewichtsfunktionen für unterschiedliche Risstiefen beschrieben über  
 a) die Formulierung nach SHEN und GLINKA [96],  
b) die angepasste Beschreibung nach Gl. (76) und 
c) die Exponentialfunktion nach (77) 
Der a/c-Einfluss geht in allen Fällen entsprechend den Erkenntnissen aus Kapitel 5.2 in Form 
einer Geradengleichung als Faktor M(a, c, t) in die SIF-Berechnung ein. Wie die Untersu-
chungen aus Kapitel 5.2 weiterhin ergeben haben, ändert sich das Verhältnis der SIF unter-
schiedlicher a/c-Verhältnisse in Abhängigkeit von der Risstiefe und der Belastung. Der Belas-
tungseinfluss wird an dieser Stelle vereinfachend über die Abkühldauer zusammengefasst. 
Somit lässt sich der a/c-abhängige SIF auf Basis der Gewichtsfunktion über: 
∆K( a, c, t) = M(a, c, t) · ∆K(a, c = a, σ) 
mit 
(78) 
M (a, c, t) = mM(a, t)·
a
c
 + nM(a, t) (79) 
beschreiben. Die Größen mM und nM lassen sich dabei aus den numerischen Ergebnissen für 
a/c = 1 und a/c = 0,5 ableiten. Da M als das Verhältnis von ΔK(a/c) zu ΔK(a/c = 1) definiert 
ist, entspricht M(a/c = 1, t) eins. Für a/c = 0,5 gilt 
M (a, c = 2a, t) = mM(a, t) · 0,5 + nM(a, t) (80). 
Aus den beiden Gleichungen ergeben sich für nM und mM folgende Zusammenhänge: 
mM = 2·(1-M(a, c = 2a, t)) (81) 
nM = 2·M(a, c = 2a, t) - 1 (82) 
Die Werte für M(a, c = 2a, t) wurden für die untersuchten Risstiefen aus den in Kapitel 5.2 
vorgestellten numerisch ermittelten SIF bestimmt. Die Verläufe der einzelnen Szenarien wur-
den anschließend vereinfacht als linearer Zusammenhang für die unterschiedlichen Abkühl-
dauern zusammengefasst: 
M (a, c = 2a, t) = mM,t(t) · a + nM,t (83) 
Dabei lässt sich mM,t über eine Polynomfunktion vierten Grades in Abhängigkeit von t be-
schreiben: 
mM,t(t) = CMt,1· t
4 + CMt,2· t
3 + CMt,3· t
2 + CMt,4· t + CMt,5 (84) 
a) b) c) 
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Die Koeffizienten sind in Tab. A9 aufgeführt. Für nM,t wurde ein konstanter Wert von 1,365 
abgeleitet.  
Unabhängig vom Kurvenverlauf der Gewichtsfunktion führen alle drei Formulierungen durch 
anschließendes Integrieren des Produkts aus Gewichtsfunktion und analytischer Beschreibung 
des über die Wanddicke vorliegenden Spannungsprofils für Szenario V4 (Tend = 300°C; 
t = 1800 s) zu ähnlich guten SIF-Verläufen (Abb. 94). Der Spannungsverlauf wurde hierzu 
den Simulationen der rissfreien Platte entnommen und aus den numerisch ermittelten Stütz-
werten eine für die gesamte Wanddicke geltende analytische Beschreibung in Form einer Po-
lynomfunktion dritten Grades abgeleitet.  
 
Abb. 94:  Für Szenario V4 bestimmte SIF-Verläufe in der Platte unter Verwendung  
 a) der Gewichtsfunktion nach SHEN und GLINKA [96],  
b) der angepassten Beschreibung nach Gl. (76) und 
c) der Exponentialfunktion nach (77) 
Während die Exponentialfunktion den SIF gerade großer Risstiefen besser abbildet, führt die 
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risch und halbanalytisch bestimmten SIF-Verläufen (Abb. 95). Aus der Anwendung der von 
SHEN und GLINKA bestimmten Parameter resultieren die größten Abweichungen. Für alle 
Formulierungen der Gewichtsfunktion treten die größten Abweichungen bei a/c = 0,75 auf.  
 
Abb. 95:  Abweichungen der für Szenario V4 bestimmten SIF-Verläufe in der Platte unter Verwendung  
 a) der Gewichtsfunktion nach SHEN und GLINKA [96],  
b) der angepassten Beschreibung nach Gl. (76) und 
c) der  Exponentialfunktion nach (77) 
Alle Gewichtsfunktionen wurden zusätzlich auf Szenario V1 (Tend = 50°C; t = 180 s) ange-
wandt. Wie Abb. 96 zeigt, treten bei der angepassten Formulierung für große Risstiefen er-
hebliche Unterschiede zwischen Numerik und Analytik auf. Mit der Gewichtsfunktion nach 
Gl. (77) und den Parametern von SHEN und GLINKA kann jedoch aus den Spannungsverläu-
fen ein von der Temperatur, Abkühldauer und Risskonfiguration abhängiger SIF bestimmt 
werden. Doch auch diese weisen die größten Abweichungen bei großen Risstiefen auf. Die 
Graphen veranschaulichen den starken Einfluss der Abweichungen der SIF-Kurve bei a/c = 1 
auf die Ergebnisse anderer a/c-Verhältnisse. Aus den numerischen Ergebnissen geht hervor, 
dass das Verhältnis M mit steigender Risstiefe größer wird. Daraus folgt, dass die Abwei-
chungen bei a/c = 1 in diesem Bereich auch zu einer größeren absoluten Abweichung bei z.B. 
a/c = 0,5 führt. Die relativen Abweichungen für a = 2 mm und a = 30 mm sind für beide Sei-
tenverhältnisse allerdings nahezu identisch. Das ist mit der Wahl der für die Parameterbe-
stimmung in Gl. (83) gewählten Stützwerte zu begründen. 
a) b) c) 
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Abb. 96:  Für Szenario V1 bestimmte SIF-Verläufe in der Platte unter Verwendung  
 a) der Gewichtsfunktion nach SHEN und GLINKA [96],  
b) der angepassten Beschreibung nach Gl. (76) und 
c) der Exponentialfunktion nach (77) 
Die Abweichungen sind entsprechend Abb. 97 über die Risstiefe unterschiedlich verteilt. 
Auch für das Szenario V1 hat sich gezeigt, dass die geringsten Abweichungen bei einem a/c-
Verhältnis von eins und 0,5 auftreten. Unabhängig davon zeigen die Untersuchungen jedoch, 
dass der Verlauf der Gewichtsfunktion bedingt einen Einfluss auf den SIF besitzt. Für Szena-
rio V4 hat sich der im Vergleich zur Variante nach SHEN und GLINKA sowie zur Exponen-
tialfunktion gespiegelte Verlauf der Gewichtsfunktion der angepassten Variante nicht in den 
SIF-Kurven gezeigt. Bei V1 liegen aber gerade im Bereich langer Risstiefen große Abwei-
chungen bei Verwendung der angepassten Variante vor. Entsprechend der Graphen in 
Abb. 93 ist davon auszugehen, dass diese Abweichungen auf den fallenden Kurvenverlauf 
zurückzuführen sind. Darüber hinaus beruhen die bestimmten Parameter auf einem Beispiel-
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Abb. 97:  Abweichungen der für Szenario V1 bestimmten SIF-Verläufe in der Platte unter Verwendung  
 a) der Gewichtsfunktion nach SHEN und GLINKA [96],  
b) der angepassten Beschreibung nach Gl. (76) und 
c) der Exponentialfunktion nach (77) 
Wegen der geringeren Abweichungen der SIF-Verläufe bei Anwendung der Exponentialfunk-
tion im Vergleich zu den Parametern nach SHEN und GLINKA wurde die Methode nach 
Gl. (78) unter Verwendung von Gl. (77) zudem an weiteren Wanddicken, sowie Risskonfigu-
rationen und Wärmeübergangskoeffizienten überprüft. Für alle getesteten Varianten liegen die 
Abweichungen bei unter 15 %. In fast allen Fällen sind die relativen Abweichungen sogar 
kleiner als 5 % (Tab. 10). Die verhältnismäßig große Abweichung von 12,13 % bei Szena-
rio V4 (α = 100 W/(m
2
K); a = 5 mm; a/c = 1) ist auf den geringen SIF zurückzuführen. Da 
der über die Gewichtsfunktion bestimmte SIF über dem numerisch ermittelten Wert liegt, 
führt die Gewichtsfunktionsmethode in diesem Fall dennoch zu einem konservativen Ergebnis 
mit einer absoluten Abweichung von unter 2 MPa√m. 
Tab. 10:  Abweichungen zwischen numerisch und über die Gewichtsfunktionsmethode unter Verwen-








V2, d = 80 mm; a = 27 mm; a/c = 0,6 272,42 261,69 4,10 
V4, d = 50 mm; a = 17mm; a/c = 0,4 123,58 122,54 0,85 
V4, d = 63 mm 
a = 5 mm; a/c = 1; α = 100 W/(m
2
K) 
13,03 11,62 12,13 
V4, d = 63 mm 
a = 14,2 mm; a/c = 0,83; α = 100W/(m
2
K) 
20,30 20,48 0,88 
Gl. (77) bis (84) wurden ebenfalls auf den Hohlzylinder mit angepassten Spannungsverläufen 
angewandt. Abb. 98 zeigt auch in diesem Fall gute Übereinstimmungen zwischen den nume-
risch und über die Gewichtsfunktion bestimmten Verläufen. Die Abweichungen betragen da-
bei belastungsunabhängig größtenteils weniger als 10 % (Abb. 98b). 
a) 
b) c) 
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Abb. 98: a)  Vergleich der numerisch und über die Gewichtsfunktion nach Gl. (77) bestimmten SIF-
Verläufe und  
b)  deren Abweichungen voneinander für unterschiedliche a/c-Verhältnisse im Hohlzylinder 
Die zur Bewertung der Methode wichtige Bedingung, dass die zweite Ableitung der Ge-
wichtsfunktion  nach x an der Stelle x = 0 null sein muss, wird nicht exakt, sondern nur nähe-
rungsweise erfüllt. Die Ableitung der Gewichtsfunktion weist dabei jedoch ein konvergentes 
Verhalten über der Risstiefe auf, so dass die Anwendbarkeit der Exponentialfunktion bestätigt 
ist.  Interessanterweise führen sowohl die Lösung nach SHEN und GLINKA als auch die Ex-
ponentialfunktion entsprechend Gl. (77) trotz der unterschiedlichen Funktionsstruktur zu ähn-
lich geringen Abweichungen der SIF. Ein Vergleich der Ergebnisse für V1 (Abb. 97) und V4 
(Abb. 95) an der Platte zeigt, dass der Ansatz nach SHEN und GLINKA für kurze Abkühl-
dauern besser geeignet ist als für lange Zeiten. Dies ist ein Hinweis darauf, dass thermische 
Belastung zu einem anderen Beanspruchungsprofil als mechanische Belastung führt. Dies ist 
bei der analytischen Beschreibung des SIF mittels der Gewichtsfunktionsmethode zu berück-
sichtigen. Die Exponentialfunktion hingegen weist für alle untersuchten Abkühldauern ähn-
lich geringe Abweichungen auf.   
Allgemein kann gesagt werden, dass es möglich ist, mithilfe der Gewichtsfunktionsmethode 
und der hier vorgestellten Exponentialfunktion (77) im Gegensatz zu den Methoden aus Kapi-
tel 6.1 und 6.2 neben der transienten thermischen Belastung, der Wanddicke und der Risskon-
figuration auch den Wärmeübergangskoeffizienten zu berücksichtigen. Hierfür ist jedoch eine 
numerische Simulation des ungestörten Bauteils erforderlich, was bedeutet, dass es sich ledig-
lich um eine halbanalytische Lösung handelt. Somit ist diese Methode dann zu empfehlen, 
wenn der Spannungsverlauf im rissfreien Bauteil bekannt ist. Liegt ein solcher Fall nicht vor, 
kann auf die Lösungsansätze aus Kapitel 6.1 und 6.2 zurückgegriffen werden. Diese ermögli-
chen eine schnelle Bestimmung des SIF abhängig von der Temperaturtransiente, dem a/c-
Verhältnis sowie im Falle der Platte der Wandstärke unter den definierten Randbedingungen.  
a) 
b) 
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7 UNTERSUCHUNG REIN MECHANISCHER UND ÜBERLAGERTER 
BELASTUNG AM HOHLZYLINDER 
Wie bereits aus den in Kapitel 3 vorgestellten Szenarien hervorgeht, treten in Kraftwerks-
komponenten häufig keine reine Primär- bzw. Sekundärbelastung auf, sondern es herrscht 
überlagerte thermische und mechanische Belastung. Die Untersuchung des Umgangs mit ei-
ner solchen Situation erfolgte am Beispiel des Hohlzylinders aus Kapitel 5 mit den gleichen 
Maßen des Initialrisses. Der Fokus lag dabei auf der Ableitung einer analytischen Lösung für 
mechanisch und thermisch überlagerte Belastung basierend auf der analytischen Beschreibung 
aus Kapitel 6. In diesem Zusammenhang war zu prüfen, ob der SIF resultierend aus mechani-
scher Belastung einfach zur thermischen Lösung addiert werden kann. Für die Anwendung 
des Superpositionsprinzips müssen dabei Rissorientierung, Rissgeometrie sowie der Rissbe-
anspruchungsmode übereinstimmen. Daher wurde neben der Anpassung der Risskonfigurati-
on der rein mechanischen Belastung an Kapitel 5 ebenso eine Zugbelastung aufgebracht, die 
für diesen Riss eine reine Mode I-Beanspruchung erzeugt. Insgesamt wurden sieben Szenari-
en simuliert und ausgewertet. Die Untersuchungen umfassen drei konstante Zugbelastungen 
(10, 50 und 100MPa), das Abkühlszenario V1 sowie die Überlagerung dieser. Dabei wurde 
die Zugspannung entsprechend Abb. 99 auf die Deckfläche des offenen Zylinders aufge-
bracht, während die Bodenfläche in y-Richtung festgehalten wird. Zur Unterbindung der 
Starrkörperbewegung wurde zusätzlich ein Festlager in x- und z-Richtung an einem Knoten 
angebracht. Für alle Belastungsfälle wurde ein halbkreisförmiger Initialriss mit a = 5 mm auf 
mittlerer Zylinderhöhe senkrecht zur Richtung der Zugbelastung eingebracht. 
 
Abb. 99:  a) Mechanische Belastung,  
 b) Temperaturbelastung und  
 c) überlagerte Belastung im Hohlzylinder 
Erwartungsgemäß lassen sich die SIF-Verläufe der unterschiedlichen rein mechanischen Be-
anspruchungen aufgrund des linearen Zusammenhangs zwischen äußerer Belastung und SIF 
entsprechend Gl. (3) ineinander übertragen. Sie zeigen, dass bei größerem Zug, der SIF 








a) b) c) 
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dadurch ab, dass das Maximum der Kurve stets bei der größten Risstiefe liegt und nicht ab 
einer bestimmten Risstiefe aufgrund des Spannungsverlaufs über der Wanddicke infolge 
thermischer Belastung wieder sinkt. Mit den vorliegenden Parametern des thermischen Szena-
rios und den untersuchten Zugspannungen bewirkt die Abkühlung der Zylinderinnenfläche 
eine deutlich höhere Rissbeanspruchung als die Aufbringung des Zuges (siehe Abb. 100).  
 
Abb. 100: SIF-Verläufe zur Untersuchung überlagerter Belastung bei einer Zugspannung von  
a) 10 MPa,    b) 50 MPa und     c) 100 MPa 
Bei überlagerter Belastung ist zu erkennen, dass die Lage des SIF oberhalb der Kurve von 
Szenario V1 (Tend = 50°C; t = 180 s) liegt und je nach dem Betrag der Zugspannung mit fort-
schreitendem Risswachstum stärker abweicht. Die Addition des unter thermischer Belastung 
ermittelten und des zugbelasteten SIF führt entsprechend Abb. 100 zu dem jeweiligen SIF bei 
überlagerter Belastung.  
Die Auswertung der a/c-Verläufe in Abb. 101 zeigen deutliche Unterschiede zwischen der 
Aufbringung einer Temperaturänderung und reinem mechanischem Zug. Dass die thermisch 
und überlagert belasteten Szenarien eine ähnliche Entwicklung der Rissgeometrie besitzen, 
lässt sich mit dem deutlich größeren Einfluss der Temperaturbelastung gegenüber der mecha-
nischen Belastung begründen. Dennoch zeigen die Ergebnisse, dass die SIF-Lösungen rein 
mechanisch und rein thermisch belasteter Bauteile addiert werden können, um die Lösung für 
eine überlagerte Belastung zu erhalten, obwohl unterschiedliche Rissgeometrien vorliegen. 
 
Abb. 101:  Entwicklung der a/c-Verhältnisse zur Untersuchung überlagerter Belastung bei einer Zug-
belastung von  
a) 10 MPa,    b) 50 MPa und     c) 100 MPa 
a) b) c) 
a) b) c) 
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Diese Erkenntnisse ermöglichen die analytische Bestimmung des SIF bei beliebig überlager-
ter thermischer und mechanischer Belastung durch die Auswertung der in Kapitel 5 beschrie-
benen Simulationen sowie ggf. einer einzelnen zusätzlichen unter z.B. Zugbelastung.  
Entsprechend lässt sich die Automatisierung zur analytischen SIF-Bestimmung um die me-
chanische Lösung erweitern, sollte diese noch nicht aus der Literatur bekannt sein. Für die 
betrachteten Szenarien wurde eine derartige Bestimmung für den Hohlzylinder umgesetzt. 
Verwendet wurde dabei der SIF-Verlauf der Belastung von 10 MPa, welcher sich analog zur 
Grundfunktion GT der thermischen SIF-Kurve über eine Polynomfunktion dritten Grades be-
schreiben lässt: 
∆Kmech(a, 10 MPa) = 2,415e
-5·a3 - 1,955e-3·a2 + 9,843e-2·a + 0,394 (85). 
Zur Ermittlung des SIF eines beliebig mechanisch zugbelasteten Zylinders erfolgt eine Skalie-
rung der analytisch beschriebenen mechanischen Referenzlösung: 




Die Addition zur thermischen Lösung ΔKtherm ergibt schließlich die Lösung für den überlager-
ten Anwendungsfall: 
∆Küberlagert(a, σZug, T0, Tend, t) = ∆Kmech(a, σZug) + ∆Ktherm(a, T0, Tend, t) (87). 
Die Methode wurde an den beschriebenen Szenarien untersucht, wobei die mechanische Be-
lastung 10 MPa, 50 MPa und 100 MPa betrug. Der Vergleich der analytisch und numerisch 
bestimmten Lösungen ist Abb. 102 zu entnehmen. Mit etwa 6% Abweichung der Verläufe 
voneinander (siehe Tab. 11) kann die Methode als verifiziert angenommen werden.  
 
Abb. 102:  Vergleich der numerisch (-) und analytisch (--) bestimmten SIF-Verläufe für eine überla-
gerte Belastung mit einer Zugbelastung von  
 a) 10 MPa,    b) 50 MPa und     c) 100 MPa 
Tab. 11:  Mittlere Abweichung zwischen numerisch und analytisch bestimmter SIF-Lösung bei überla-
gerter Belastung 
Zugbelastung [MPa] 10 50 100 
Abweichung [%] 6,49 5,68 5,57 
Für das Kugelformstück konnte in Kapitel 3.1.2 bereits gezeigt werden, dass in der Literatur 
und den Berechnungstools analytische SIF-Lösungen bei mechanischer Belastung existieren, 
a) b) c) 
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die sich auf das Bauteil anwenden lassen. Diese können entsprechend für die SIF-
Bestimmung bei überlagerter Belastung genutzt und in die Automatisierung integriert werden.  
Darüber hinaus ist anzumerken, dass die mechanische Belastung in Kraftwerkskomponenten, 
anders als in diesem Fall angenommen, üblicherweise eine Innendruckbelastung ist. Ist diese 
die Ursache für Rissinitiierung, würde sich ein Längsriss ausbilden. Entsprechend kann eine 
Superposition der thermischen und mechanischen SIF zur Ermittlung der Rissbeanspruchung 
bei überlagerter Belastung nur angewandt werden, wenn auch eine Lösung für diese Rissori-
entierung vorliegt.  
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8 UNTERSUCHUNGEN DER RESTLEBENSDAUERN BEI 
THERMISCHER BELASTUNG 
Der Grund für solche Untersuchungen des SIF-Verlaufs unter zyklischer Belastung ist die 
Vorhersage einer Restlebensdauer zur Festlegung von Inspektionsintervallen. Neben der SIF-
Lösung ist hierzu die experimentell ermittelte Rissgeschwindigkeitskurve erforderlich. In [98] 
wurden solche Kurven exemplarisch für X20CrMoV12-1 für unterschiedliche konstante 
Temperaturen bei u.a. einer Überlebenswahrscheinlichkeit PÜ = 50% und R = 0,1 aufgenom-
men. Die analytische Beschreibung dieser erfolgte unter anderem über die PARIS-Gerade für 
die in Abb. 103 farbig hinterlegten Temperaturen (Parameter in Anhang 11.7). Zur Anwen-
dung auf die numerisch ermittelten SIF-Verläufe im Kugelformstück, wurde für jede Risstiefe 
überprüft, welche Temperatur am Ende der jeweiligen Abkühldauer an der Rissspitze vorliegt. 
Abhängig von den Grenzen, innerhalb derer diese Temperatur liegt, wurde anschließend die 
der jeweiligen Risstiefe zugeordnete Rissgeschwindigkeitskurve (siehe Abb. 103) zur Ermitt-
lung des a(N)-Verlaufs angewandt. Dabei wurde numerisch integriert.   
 
Abb. 103:  Zuordnung der Rissgeschwindigkeitskurven zu den experimentellen Daten der PARIS-
Geraden bei konstanter Temperatur 
Die so für das Kugelformstück ermittelten Ergebnisse sind in Abb. 104 für die Abkühldauern 
t = 180s und t = 900s dargestellt. Die ersten drei in der Legende aufgeführten Werte geben 
dabei die Endtemperatur des jeweiligen Belastungsfalls an, während „345 C“ für die An-
fangstemperatur des letzten Lastfalls steht. Aus den Kurven geht hervor, dass hohe Endtempe-
raturen zu langsamerem Risswachstum führen. In den Graphen zeigt sich durch ein Abkni-
cken der a(N)-Kurven außerdem der Einfluss der einzelnen Temperaturbereichsgrenzen bzw. 
Rissgeschwindigkeitskurven. Da bei großen Risstiefen an der Spitze höhere Temperaturen 
vorliegen als bei kurzen Rissen, kann es vorkommen, dass innerhalb eines Lastfalls Rissge-
schwindigkeitskurven für mehr als eine Temperatur Anwendung fanden. Ein Vergleich der 
beiden Abkühldauern verdeutlicht nochmals, dass längere Abkühlzeiten nicht nur zu geringe-
ren SIF, sondern infolge dessen auch zu einem langsameren Rissfortschritt führen. Die Be-
trachtung der Verläufe „300 C“ ((545-300) C) und „345 C“ ((345-100)°C) zeigt den erhebli-
chen Einfluss des Temperaturniveaus auf das Risswachstumsverhalten. Bei einer um 200°C 
niedrigeren Starttemperatur bei identischer Temperaturdifferenz ist die Anzahl der Zyklen bis 
zum Erreichen der Risszähigkeit doppelt so groß wie es bei T0 = 545°C der Fall ist (siehe 
Abb. 104 2.a). 
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Abb. 104:  1) t = 180 s   2) t = 900s 
 a) a(N)- und  b) zugehörige a(T)-Kurven im Kugelformstück (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) 
Die Temperatur hat jedoch nicht nur Einfluss auf die PARIS-Gerade, sondern zudem auf die 
Risszähigkeit KI,C. Abb. 105 zeigt die in [99] bestimmten Risszähigkeiten für den Kraftwerks-
stahl X20CrMoV12-1 (siehe Tab. A12). Vergleicht man nun die SIF-Verläufe über der Tem-
peratur mit der Risszähigkeitskurve (Abb. 105), ist zu sehen, dass eine Abkühldauer von 180s 
(Abb. 105a) sehr schnell zu instabilem Risswachstum führt, während die Risszähigkeit bei 
t = 900s (Abb. 105b) für die vorliegenden Risstiefen nicht erreicht wird. Die Schwingspiel-
zahlen N33,PARIS bis zum Erreichen einer Risstiefe von ca. 33 mm Tab. 12 zu entnehmen.  
 
Abb. 105:  Vergleich der SIF-Verläufe und Risszähigkeitsverläufe (o) für  
 a) t = 180s und   b) t = 900s (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) 
Eine weitere Möglichkeit die Rissgeschwindigkeitskurven analytisch zu beschreiben, ist die 
Verwendung der FORMAN/METTU-Gleichung (FM-Gleichung). Auch für diese wurden die 
Parameter [98] entnommen und sind in Anhang 11.7 hinterlegt. Dabei fand die Bestimmung 
der Werte für 150°C nicht statt, weshalb die Zuweisung der Rissgeschwindigkeitskurven zur 
a) b) 1. 
a) b) 2. 
a) b) 
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jeweiligen Rissspitzentemperatur entsprechend Abb. 106 angepasst wurde. Daraus ergibt sich 
gerade im Bereich niedriger Temperaturen eine große Abweichung zwischen der tatsächlich 
an der Rissspitze vorliegenden und der der Rissgeschwindigkeitskurve zugehörigen Tempera-
tur, was auf das Ergebnis des a(N)-Verlaufs Einfluss haben kann. 
 
Abb. 106:  Zuordnung der Rissgeschwindigkeitskurven zu den experimentellen Daten der FM-
Gleichung bei konstanter Temperatur 
Ein Vergleich der a(N)-Kurven unter Anwendung der PARIS (gestrichelte Linie) und der FM-
Gleichung (durchgezogene Linie) zeigt Abb. 107. Der Abbildung ist deutlich der Einfluss der 
Risszähigkeit zu entnehmen. Gerade bei einer Abkühldauer von 180s enden die Verläufe be-
reits bei wenigen Millimetern Risstiefe. Anders sieht es bei t = 900s aus. Hier wird die Riss-
zähigkeit für die vorliegenden Risstiefen nicht überschritten. Bei dieser Abkühldauer zeigt 
sich auch ein markanter Unterschied zwischen den Ergebnissen der jeweils unterschiedlichen 
Rissgeschwindigkeitskurven. Die Anwendung der FM-Gleichung ergibt für alle untersuchten 
Endtemperaturen ein deutlich langsameres Risswachstum.  
 
Abb. 107:  Vergleich a(N)-Kurven unter Verwendung der PARIS-Geraden (--) und der FM-
Gleichung (-) für  
 a) t = 180s und b) t = 900s im Kugelformstück (a0 = 5 mm; a0/c0 = 1) 
Aufgrund der Berücksichtigung des nach Abb. 11b) durch q beschriebenen Übergangsbe-
reichs nahe der Risszähigkeit führt die Anwendung der FM-Gleichung bei t = 180s zu gerin-
geren Bruchschwingspielzahlen NB als die Anwendung der PARIS-Geraden. Bei t = 900s 
verhält es sich anders (siehe Tab. 12). Hier liegen die Zyklenzahlen bis zum Erreichen einer 
Risstiefe von 33 mm unter Anwendung der FM-Gleichung N33,FM oberhalb der Werte der mit-
tels der PARIS-Geraden ermittelten Schwingspielzahlen N33,PARIS. Gerade für ΔT = (345-
100)°C ist N33,FM fast doppelt so groß wie N33,PARIS. Obwohl die Risszähigkeit bei hohen 
Temperaturen sinkt, sind die Restlebensdauern umso größer, je höher die Endtemperatur ist. 
Dies ist auf die niedrigeren SIF-Werte bedingt durch die geringeren thermischen Spannungen 
infolge der schwächeren Transiente zurückzuführen. Aufgrund der deutlich kleineren SIF bei 
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rein mechanischer Belastung im Kugelformstück wurde in dieser Arbeit auf die Berechnung 
der zugehörigen Restlebensdauer verzichtet.  
 
Tab. 12:  Ermittelte Schwingspielzahlen bis zum Erreichen einer Risstiefe von 33 mm unter Verwen-
dung der PARIS-Geraden und FM-Gleichung für unterschiedliche Tend bei t = 900s im Ku-
gelformstück 
Tend [°C] 50 100 300 100 (T0=345°C) 


















Für die Platte wurde eine Restlebensdauerberechnung auf Basis der nach der Methode aus 
Kapitel 6.1 vollanalytisch berechneten SIF-Lösung durchgeführt. Der SIF-Verlauf wurde für 
eine Risstiefe von 1 mm bis 50 mm berechnet. Der Vorteil der analytischen Lösung ist die 
Festlegung einer kleineren Schrittweite zwischen den einzelnen Stützwerten, wodurch das 
Ergebnis der numerischen Integration der Rissfortschrittsgleichungen genauer wird. Abb. 108 
zeigt die a(N)-Verläufe für ausgewählte Belastungsszenarien unter Anwendung des PARIS-
Gesetzes. Die Verläufe weisen deutliche Unterschiede gerade auch hinsichtlich der Bruch-
schwingspielzahlen auf. Hohe Endtemperaturen bewirken bei damit einhergehenden geringe-
ren Risszähigkeiten auch in der Platte kürzere Restlebensdauern als niedrige Tend, da aus den 
somit geringeren Temperaturänderungen geringere Spannungen folgen. Hohe Abkühldauern 
führen im Gegensatz zum Kugelformstück in der Platte jedoch zu einem Erreichen der Riss-
zähigkeit bei geringeren Schwingspielzahlen. Zurückführen lässt sich dies auf die mechani-
schen Randbedingungen der Platte. Sie bewirken für die Platte bei langen Abkühldauern grö-
ßere SIF, was in der Folge zu geringeren Restlebensdauern führt. Diese Zusammenhänge un-
terstreichen den größeren Einfluss des SIF gegenüber der temperaturabhängigen Risszähigkeit 
auf die Restlebensdauer.  
Die analytische Lösung erlaubt durch die kleinere Schrittweite außerdem die genauere Fest-
stellung, wann die Risszähigkeit der zugehörigen Temperatur überschritten ist. Entsprechend 
ist das Abbruchkriterium der FORMAN/METTU-Gleichung zu einem exakteren Zeitpunkt 
erfüllt. Ein Vergleich der Verläufe unter Anwendung der unterschiedlichen Rissfortschrittsge-
setze ist in Abb. 108 dargestellt. Für die Platte zeigt sich unter Verwendung des PARIS-
Gesetzes ein schnelleres Risswachstum als bei dem FORMAN/METTU-Gesetz. Im Gegen-
satz zum Kugelformstück gilt dieser Sachverhalt für die Platte unabhängig von der Abkühl-
dauer.  
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Abb. 108: Vergleich der über das PARIS(--)- und FORMAN/METTU(-)-Gesetz bestimmten a(N)-
Verläufe in der Platte (a0 = 1 mm) 
Dies lässt sich durch die Betrachtung der in [98] definierten Rissgeschwindigkeitsverläufe 
begründen (Abb. 109). Dargestellt sind die für den jeweiligen Temperaturbereich geltenden 
Verläufe der FM- bzw. PARIS-Gleichung sowie die Grenzen der für die untersuchten Szena-
rien relevanten SIF-Bereiche. In der Platte befindet sich der SIF-Verlauf für V3 
(ΔT = (545-300)°C; t = 180s) im Temperaturbereich 250°C-350°C (Abb. 109b) und geht an-
schließend in den Bereich 350°C-450°C (Abb. 109c) über. Entsprechend Abb. 109b) ist die 
Rissgeschwindigkeit in dem relevanten SIF-Bereich bei der PARIS-Geraden größer als bei 
der FM-Gleichung. Folglich wächst der Riss bei Anwendung des PARIS-Gesetzes bis zu ei-
ner Zyklenzahl von etwa 2,2∙10
4
 schneller als bei Verwendung der FM-Gleichung. Nach 
Überschreiten der Temperaturgrenze bewegt sich der SIF im hinteren Bereich der Rissge-
schwindigkeitskurve (Abb. 109c). Da sich die Rissgeschwindigkeitskurve der FM-Gleichung 
in dieser Zone der Risszähigkeit asymptotisch nähert, liegt ihr Verlauf oberhalb der PARIS-
Geraden. Als Konsequenz erfährt die a(N)-Kurve infolge der FM-Gleichung  einen deutlichen 
Anstieg gegenüber der Kurve unter Anwendung des PARIS-Gesetzes. Die PARIS-Gleichung 
hat bereits bei niedrigeren Zyklenzahlen einen Wechsel des Temperaturbereichs bewirkt, was 
auch in diesem Fall zu einem weiteren Anstieg der a(N)-Kurve geführt hat. Als Resultat 
wächst der Riss bei Verwendung des PARIS-Gesetzes bis zum Erreichen der Risszähigkeit 
schneller als unter Anwendung der FM-Gleichung, obwohl der größte Verlaufsanstieg durch 
eben diese hervorgerufen wird. Ähnliche Zusammenhänge bestehen für die weiteren Szenari-
en in der Platte, welche allerdings ausschließlich im Temperaturbereich unter 150°C 
(Abb. 109a) liegen. In beiden Fällen startet die Untersuchung in einem SIF-Bereich, bei wel-
chem die Rissgeschwindigkeitsbeschreibung nach PARIS oberhalb der nach 
FORMAN/METTU (vgl. [98]) liegt, was zu einem schnelleren Risswachstum führt. Nachdem 
der Verlauf nach der FM-Gleichung den linearen Bereich verlassen hat, sind die Rissge-
schwindigkeiten nach PARIS geringer als die nach FORMAN/METTU. Dies wirkt sich ledig-
lich auf den a(N)-Verlauf entsprechend der FM-Gleichung aus, da es sich bei dem PARIS-
Gesetz bekannter Weise um einen linearen Verlauf handelt. Bis zum Erreichen der Risszähig-
keit stellt sich aufgrund der entscheidenden ersten Millimeter Risstiefe dennoch keine gerin-
gere Restlebensdauer unter Verwendung der FM-Gleichung gegenüber dem PARIS-Gesetz 
ein.   
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Die für die Platte bestimmten Werte für die jeweiligen Restlebensdauern können Tab. 13 ent-
nommen werden. 
Tab. 13: Bruchschwingspielzahlen für die Platte mit PARIS- und FORMAN/METTU-Gesetz bestimmt 
 ΔT = (545-50)°C; 
t = 180s 
ΔT = (545-300)°C; 
t = 180s 
ΔT = (545-50)°C; 
t = 900s 
















Abb. 109:  Vergleich der in [98] beschriebenen Rissfortschrittsgleichungen der Temperaturbereiche  
a) T < 150°C,   b) 150°C < T < 200°C,  c) 200°C < T < 350°C,  
d) 350°C < T < 450°C und  e) 350°C < T < 450°C für die jeweils relevanten SIF-Bereiche 
Für das Kugelformstück verhält es sich ähnlich. Wie bereits angemerkt wurde, führt die An-
wendung der FM-Gleichung bei t = 180s, anders als bei allen anderen Untersuchungen, je-
doch zu geringeren Restlebensdauern als die PARIS-Gerade. Das ist darauf zurückzuführen, 
dass die Rissgeschwindigkeit nach PARIS in den relevanten SIF-Bereichen geringer ist als 
jene mit der FM-Gleichung bestimmte. Wegen der z.T. sehr geringen Unterschiede zeigt sich 
der Einfluss bis zum Erreichen der Risszähigkeit nur geringfügig in der a(N)-Kurve. Das wird 
vor allem aus V3 (ΔT = (545-300)°C; t = 180s) deutlich. Während die Rissgeschwindigkeiten 
(Abb. 109e) ebenso wie die a(N)-Verläufe (Abb. 107a) zunächst nahezu identisch sind, tritt ab 
der asymptotischen Näherung an die Risszähigkeit ein steigender Unterschied zwischen den 
Rissgeschwindigkeiten nach PARIS und FORMAN/METTU auf. Dieser geht mit einem 
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An dieser Stelle soll nochmal darauf hingewiesen werden, dass es sich bei den untersuchten 
Szenarien um Extremfälle mit einem sehr hohen Wärmeübergangskoeffizienten handelt. Im 
realen Kraftwerksbetrieb bei standardmäßig durchgeführten Abfahrvorgängen liegen zum 
einen Abkühldauern von bis zu einer Stunde und zum anderen Wärmeübergangskoeffizienten 
um z.T. mehrere Zehnerpotenzen kleiner als 10.000 W/(m
2
K) vor. Entsprechend ergeben sich 
sowohl im Kugelformstück als auch im Rohr deutlich niedrigere SIF als in dieser Arbeit be-
trachtet, was wiederum zu höheren Restlebensdauern führen würde. Ein kleinerer Wärme-
übergangskoeffizient würde auch in der beidseitig gelagerten ebenen Platte wegen der resul-
tierenden geringeren Temperaturdifferenz im Bauteil zu einem geringeren SIF führen. Auf der 
anderen Seite bewirken lange Abkühldauern größere SIF. Dabei ist jedoch zu bedenken, dass 
die bei der Platte angewandten Randbedingungen in der Regel so im Kraftwerksbetrieb nicht 
vorzufinden sein werden. Die Wahl der doppelseitigen Lagerung wurde getroffen, um den 
Einfluss von Randbedingungen bzw. Geometrien auf den SIF thermisch belasteter Bauteile zu 
untersuchen. Die Ergebnisse haben dabei gezeigt, dass die in Kapitel 5 und 6  hergeleiteten 
Zusammenhänge unabhängig vom Bauteil bei reiner Mode I-Belastung für die analytische 
Beschreibung thermisch induzierter SIF angewendet werden können.  
Unabhängig davon sind die ermittelten Restlebensdauern allerdings auch im Kontext des 
Kraftwerksbetriebs zu sehen. Geht man von etwa einem Zyklus pro Woche aus, entspräche 
eine vergleichsweise niedrige Restlebensdauer von etwa 2000 Lastwechseln dennoch einer 
Dauer von mehr als dreißig Jahren. Im Rahmen eines Sicherheitskonzepts sollte dennoch eine 
ausreichend hohe Sicherheit umgesetzt werden. 
Ein weiterer Punkt bei der Bewertung der ermittelten Restlebensdauern sind die angewandten 
Rissfortschrittsdaten. Im Zusammenhang dieser Arbeit werden die Kurven als hinreichend 
passend angenommen, da die Bestimmung der Restlebensdauern vordergründig der Einord-
nung der Arbeit in den Prozess der Ableitung eines Sicherheitskonzeptes sowie der Veran-
schaulichung des Einflusses der Belastung und Randbedingungen auf das Risswachstum 
dient. Für die Ableitung eines bindenden Sicherheitskonzeptes sind jedoch weitere Einflüsse 
auf die Risswachstumsgeschwindigkeit zu berücksichtigen. Ein Grund für die lange Zyklus-
dauer liegt nämlich in der Haltezeit vor der Einleitung des Abfahrvorgangs. Wie die in Kapi-
tel 2 angeführten Untersuchungen gezeigt haben, bewirken solche langen Haltezeiten eine 
höhere Rissgeschwindigkeit gegenüber keinen oder nur kurzen Haltezeiten. Solche Haltezei-
ten sind in den in der Arbeit verwendeten Rissgeschwindigkeitskurven nicht berücksichtigt 
worden. Da vor Einleitung des Abfahrvorgangs in der numerischen Simulation jedoch auch 
keine Haltezeiten definiert wurden, stellt sich ohnehin die Frage, welche Rissgeschwindig-
keitskurve den realen Betrieb in diesem Zusammenhang am besten abbildet.  
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9 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 
Kurzfristige Abfahrvorgänge, welche thermische Belastungen mit sich bringen, werden für 
den Kraftwerksbetrieb aufgrund des Energiegesetzes [1] immer relevanter. Aus diesem Grund 
wurde im Rahmen dieser Arbeit eine Untersuchung des Einflusses einer solchen Beanspru-
chung auf das Rissverhalten vorgenommen. Exemplarisch erfolgten numerische Untersu-
chungen zunächst am Kugelformstück. An diesem wurden unter Verwendung des numeri-
schen Programms ABAQUS ausgewählte Belastungsszenarien simuliert. Für die Risseinbrin-
gung an ermüdungsrelevanten Positionen wurde das Tool FRANC3D genutzt. Die Ergebnisse 
zeigen, dass die thermische Belastung während eines Notabfahrvorgangs einen deutlich grö-
ßeren Einfluss auf das Risswachstum besitzt als eine im Kraftwerksbetrieb übliche konstante 
Druckbelastung.  
Dennoch ist es wichtig, auch den Einfluss einer mechanischen Belastung auf das Rissverhal-
ten quantifizieren zu können. Da bereits eine Reihe analytischer Lösungen zur SIF-
Bestimmung unter Druckbelastung existieren, wurde ein Vergleich mit den Ergebnissen für 
unterschiedliche in den analytischen Tools NASGRO und IWM-VERB hinterlegten Bauteil-
geometrien vorgenommen. Die Ergebnisse haben gezeigt, dass bei der Vorgabe einer Span-
nungsverteilung über die Bauteildicke gute Ergebnisse mit IWM-VERB zu erzielen sind, 
während NASGRO durch die fehlende Option einer Spannungsverteilungsübergabe für kom-
plexere Bauteile nicht geeignet ist. Die vorliegenden numerischen Ergebnisse lassen sich bei 
reiner mechanischer Belastung problemlos auf andere Druckbelastungen umrechnen. Weiter-
hin wurde eine analytische Lösung für einen Hohlzylinder mit zum Kugelformstück analogen 
Maßen bei vorgegebenem a/c-Verlauf ermittelt. Wie bereits der Vergleich mit den analyti-
schen Lösungen aus IWM-VERB gezeigt hat, sind die Ergebnisse zwischen Hohlzylinder und 
Kugelformstück vergleichbar. Entsprechend lässt sich die in dieser Arbeit ermittelte Lösung 
als Orientierung zur Untersuchung des Kugelformstücks verwenden.  
Da der Einfluss einer thermischen Belastung im Falle eines Notabfahrvorgangs, wie bereits 
erwähnt, deutlich größer ist, lag der Fokus der Untersuchungen in der Erarbeitung einer analy-
tischen Lösung zur SIF-Bestimmung unter Temperaturbelastung für T ≤ 545°C. Es wurden 
drei Methoden getestet. Die zu diesem Zweck vorgenommenen numerischen Untersuchungen 
haben gezeigt, dass sowohl die Abkühldauer als auch die Anfangs- und Endtemperatur erwar-
tungsgemäß einen großen Einfluss auf den SIF besitzen. Dieser wurde in den beiden ersten 
Methoden berücksichtigt und beschrieben. 
Darüber hinaus beinhaltet das numerische Modell temperaturabhängige Materialparameter, 
welche die Betrachtung der Anfangs- und Endtemperatur statt einer Temperaturdifferenz in 
der analytischen Lösung erfordern. Dieser Sachverhalt wurde, vermutlich wegen der sehr ge-
ringen Abkühldauern, in der Literatur bisher nicht berücksichtigt. 
Die Auswertung der numerischen Ergebnisse hat zu zwei analytischen Beschreibungen ge-
führt, welche wie eine lineare Beschreibung strukturiert sind. Die Gleichungen der ersten Me-
thode ermöglichen die analytische Beschreibung des SIF-Verlaufs für die in FRANC3D er-
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mittelten a/c-Verläufe, während die zweite Methode eine von der Risskonfiguration abhängi-
ge Lösung darstellt. 
Um die Allgemeingültigkeit der gefundenen Zusammenhänge zu überprüfen, wurden die Un-
tersuchungen neben dem Kugelformstück mit der Platte und dem Hohlzylinder auch an einfa-
chen Geometrien vorgenommen. Die in Kapitel 6.1 vorgestellte Methode lässt sich dabei so 
automatisieren, dass die Simulation des Risswachstums von zwölf vorgegebenen Belastungs-
szenarien ausreicht, um mithilfe eines vorgefertigten Skripts eine analytische SIF-Lösung 
über der Risstiefe für das jeweilige beliebige Bauteil zu erhalten. Ein Nachteil dieser Lösung 
ist, dass sie ausschließlich für konkrete numerisch ermittelte a/c-Verläufe oder sich über die 
gesamte Bauteilbreite erstreckende Risse gilt.  
Daher wurde in Kapitel 6.2 eine analytische Lösung abgeleitet, welche das Seitenverhältnis 
des Risses berücksichtigt. Beide Lösungen gelten jedoch ausschließlich für die in der numeri-
schen Simulation vorgegebenen Wärmeübergangskoeffizienten. Die Studie an einem Bei-
spielszenario hat gezeigt, dass ein direkter Zusammenhang zwischen Wärmeübergangskoeffi-
zient und Spannungsverlauf und daraus folgend dem SIF-Verlauf besteht. Weiterführende 
Untersuchungen ermöglichen die Integration des Wärmeübergangskoeffizienten in die vorlie-
gende Gleichung. 
Die Verwendung der Gewichtsfunktionsmethode ist dabei eine Alternative. Als halbanalyti-
sche Methode bietet sie die Möglichkeit, eine einzelne numerische Simulation mit der ge-
wünschten transienten Belastung und selbstgewähltem Wärmeübergangskoeffizienten durch-
zuführen, um durch Integration aus der aus der Numerik erhaltenen Spannungsverteilung und 
einer Gewichtsfunktion den SIF zu ermitteln. In Kapitel 6.3 konnte gezeigt werden, dass drei 
unterschiedliche Beschreibungen zu z.T. ähnlich guten analytischen Näherungslösungen füh-
ren. Die Formulierung mit konstant geringen Abweichungen zwischen halbanalytischer und 
numerischer SIF-Lösung ist dabei die im Rahmen dieser Arbeit angewandte Exponentialfunk-
tion, welche sowohl für die Platte und als auch den Hohlzylinder gute Ergebnisse liefert. Der 
a/c-Einfluss auf den SIF wird mit der vorgestellten Lösung abgebildet. 
Der Einfluss der Bauteildicke wurde an der Platte untersucht. Es konnte ein analytischer Zu-
sammenhang abgeleitet werden, welcher in das Skript zur automatisierten SIF-Ableitung inte-
griert werden konnte. Dieser Zusammenhang lässt sich außerdem auf die zweite Methode 
anwenden. Die Verwendung der Gewichtsfunktion beinhaltet den Wanddickeneinfluss be-
reits. 
Durch weiterführende Studien lässt sich ggf. eine Materialabhängigkeit des SIF-Verlaufs in 
die analytische Lösung aus den Kapiteln 6.1 und 6.2 integrieren. 
Darüber hinaus konnte bestätigt werden, dass sich die SIF-Lösung bei mechanisch und ther-
misch überlagerter Belastung aus der Summe der Einzellösungen ergibt. Entsprechend bieten 
die im Rahmen dieser Arbeit vorgenommenen Untersuchungen eine gute Grundlage zur Ab-
leitung von SIF-Lösungen für beliebige thermisch und mechanisch belastete Bauteile. Dabei 
muss jedoch sichergestellt sein, dass Mechanismen wie das Kriechen für den betrachteten 
Temperaturbereich und die vorliegenden Belastungsszenarien bei dem untersuchten Bauteil-
material nicht vorliegen.  
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11 ANHANG 
11.1 Materialdaten 
Tab. A1: Im Modell hinterlegte Materialdaten [TÜV NORD] 









RT 24.000 7,76e-6 218.000 1,02e-5 4,39e8 
100 24.400 213.000 1,05e-5 5,0e8 
200 24.800 206.000 1,09e-5 5,34e8 
300 25.100 198.000 1,13e-5 5,71e8 
400 25.600 190.000 1,16e-5 6,25e8 
500 26.100 180.000 1,2e-5 7,04e8 
600 26.400 167.000 1,22e-5 8,31e8 
11.2 Koeffizienten zur Beschreibung des SIF-Verlaufs nach 6.1 
∆K(a, t, Tend, T0) = (V1(t,Tend)·GT(a) + ∆K1(Tend,t))· 
T0-Tend
545 C - Tend
 (88) 
GT(a) = CG,1 · a
3+ CG,2 · a2+ CG,3 · a + CG,4 (89) 
V1(t,Tend) = CV1,1·t
3+ CV1,2·t
2+ CV1,3·t + CV1,4 (90) 
CV1,i(Tend) = mCV1,i·Tend + nCV1,i (91) 
∆K1(Tend,t) = mm∆K1(t)·Tend+nm∆K1(t) (92) 
m∆K1(t) = CmΔK,1 · t
4+ CmΔK,2 · t3+ CmΔK,3 · t2+ CmΔK,4 · t + CmΔK,5 (93) 
n∆K1(t) = CnΔK,1 · t
4+ CnΔK,2 · t3+ CnΔK,3 · t2+ CnΔK,4 · t + CnΔK,5 (94) 
 
  
11.2 Koeffizienten zur Beschreibung des SIF-Verlaufs nach 6.1   115 
 
Tab. A2: Koeffizienten zur Beschreibung der Grundfunktion GT nach Gl. (89) für unterschiedliche 
Bauteile 
 Platte Hohlzylinder Kugelformstück 
CG,1 9,667e-04 4,758e-03 1,057e-02 
CG,2 -1,443e-01 -3,098e-01 -6,993e-01 
CG,3 9,6 6,006 13,550 
CG,4 -39,033 -22,385 -47,669 
 
Tab. A3: Werte der Anstiege und Achsenabschnitte der einzelnen Konstanten zur Beschreibung von V1 
nach Gl.(91) für die unterschiedlichen Bauteile 
 Platte Hohlzylinder Kugelformstück 
i mCV1,i nCV1,i mCV1,i nCV1,i mCV1,i nCV1,i 
1 -5,117e-14 2,595e-11 3, 477e-13 -1,440e-10 9,123e-14 -5,008e-11 
2 5,143e-10 -2,494e-07 -2,308e-09 1,032e-06 -6,916e-10 4,011e-07 
3 -1,746e-06 8,431e-04 5,310e-06 -2,614e-03 1,787e-06 -1,047e-03 
4 -7,291e-04 0,4 -5,477e-03 2,923 -2,148e-03 1,169 
 
Tab. A4: Koeffizienten zur Beschreibung der Anstiege und Achsenabschnitte zur Beschreibung von 
ΔK1 nach Gl.(93) und (94) für die unterschiedlichen Bauteile 
 Platte Hohlzylinder Kugelformstück 
i CmΔK,i CnΔK,i CmΔK,i CnΔK,i CmΔK,i CnΔK,i 
1 3,033e-16 -1,519e-13 1,658e-16 -1,421e-13 2,631e-16 -1,650e-13 
2 -3,847e-12 2,005e-09 5,292e-12 -2,258e-09 4,282e-12 -1,913e-09 
3 1,761e-08 -9,4588e-06 -5,087e-08 2,496e-05 -4,704e-08 2,319e-05 
4 -3,523e-05 1,962e-02 1,514e-04 -7,772e-02 1,468e-04 -7,536e-02 
5 -1,641e-01 87,478e+01 -1,762e-01 95,478 -1,813e-01 96,865 
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11.3 Koeffizienten zur Beschreibung des SIF-Verlaufs nach 6.2 
Um die Analogie zur Methode in Kapitel 6.1 hervorzuheben, wurden die Parameternamen 
größten Teils beibehalten. 
∆KA(a, c, t, Tend, T0) = (mK,ac(a, Tend, t) ∙ 
a
c
 + nK,ac(a, Tend, t)) ∙
T0 - Tend
545 C - Tend
 (95) 
Für die Platte gilt:  
mK,ac (a, t, Tend) = (GT,m(a) + ∆K1(Tend,t))· 
T0- Tend
545 C - Tend
 (96) 
GT,m(a) = kT ∙ √a-2 mm (97) 
k(t,Tend) = Ck,1·t
3+ Ck,2·t
2+ Ck,3·t + Ck,4 (98) 
C𝑘,i(Tend) = mCk,i·Tend + nCk,i (99) 
Für den Hohlzylinder gilt: 
mK,ac (a, t, Tend) = (V1(t,Tend)·GT,m(a) + ∆K1(Tend,t))· 
T0- Tend
545 C - Tend
 (100) 
GT,m(a) = CG,1 · a
3+ CG,2 · a
2+ CG,3 · a + CG,4 (101) 
V1(t,Tend) = CV1,1·t
3+ CV1,2·t
2+ CV1,3·t + CV1,4 (102) 
CV1,i(Tend) = mCV1,i·Tend + nCV1,i (103) 
Für Platte und Hohlzylinder gilt: 
∆K1(Tend,t) = mm∆K1(t)·Tend+nm∆K1(t) (104) 
m∆K1(t) = CmΔK,1 · t
3+ CmΔK,2 · t2+ CmΔK,3 · t + CmΔK,4 (105) 
n∆K1(t) = CnΔK,1 · t
3+ CnΔK,2 · t2+ CnΔK,3 · t + CnΔK,4 (106) 
Die Gleichungen zur Bestimmung von nK,ac besitzen jeweils die identische Struktur wie mK,ac. 
Tab. A5: Koeffizienten für Gl. (99) der Platte 
i 
mK,ac nK,ac 
mCk,i nCk,i mCk,i nCk,i 
1 2,109e-12 -1,008e-09 -5,172e-12 2,496e-09 
2 -1,725e-08 7,701e-06 3,985e-08 -1,91e-05 
3 4,563e-05 -1,963e-02 -1,004e-04 4,851e-02 
4 2,374e-02 -15,269e+01 -3,83e-02 22,595 
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Tab. A6: Koeffizienten zur Beschreibung der Anstiege und Achsenabschnitte zur Beschreibung von 
ΔK1 nach Gl.  (105) und (106) für die Platte 
i mK,ac nK,ac 
CmΔK,i CnΔK,i CmΔK,i CnΔK,i 
1 -1,086e-12 1,022e-10 1,434e-12 4,104e-11 
2 1,285e-08 -9,294e-07 -1,235e-08 -4,772e-07 
3 -3,641e-05 1,660e-03 2,843e-05 2,582e-03 
4 1,156e-01 -50,195 -2,3e-01 111,993 
 
Tab. A7: Koeffizienten für Gl. (101)und (103) des Hohlzylinders 
i 
mK,ac nK,ac 
CG,i mCV1,i nCV1,i CG,i mCV1,i nCV1,i 
1 -2,649e-03 2,897e-13 -1,062e-10 6,018e-03 -3,056e-13 6,690e-11 
2 1,775e-01 -2,331e-09 8,881e-07 -4,321e-01 1,917e-09 -3,487e-07 
3 -3,477 6,348e-06 -2,589e-03 8,281 -2,945e-06 1,212e-04 
4 6,103 -6,603e-03 3,073e+00 -14,387 -4,640e-04 1,267 
 
Tab. A8: Koeffizienten zur Beschreibung der Anstiege und Achsenabschnitte zur Beschreibung von 
ΔK1 nach Gl. (105) und (106) für den Hohlzylinder 
i 
mK,ac nK,ac 
CmΔK,i CnΔK,i CmΔK,i CnΔK,i 
1 -3,998e-12 1,942e-09 9,005e-12 -4,506e-09 
2 3,236e-08 -1,577e-05 -7,325e-08 3,676e-05 
3 -8,878e-05 4,407e-02 2,039e-04 -1,039e-01 
4 9,476e-02 -49,786e+01 -2,240e-01 119,846e+02 
 
  
118    11 Anhang 
11.4 Koeffizienten zur Beschreibung des SIF-Verlaufs nach 6.3 






Die für die SIF-Berechnung in der thermisch belasteten Platte und dem Hohlzylinder vorge-
schlagene Gewichtsfunktion lautet für a/c = 1 dabei: 
h (x, a) = (0,034·e
 -0,46 ·(a - x) + 0,0037) (108) 
Unter der Annahme, dass im Falle eines Abkühlvorgangs aus dem durchgewärmten Zustand 
R = 0 gilt, wird unter Berücksichtigung von Gl. (107) ΔK an dieser Stelle  gleich K gesetzt. 
Die Ermittlung des SIF für ein von a/c = 1 abweichendes Seitenverhältnis erfolgt über:  
∆K( a, c, t) = M(a, c, t) · ∆K(a, c = a) 
mit 
(109) 
M (a, c, t) = mM(a, t)·
a
c
 + nM(a, t) (110) 
mM = 2·(1-M(a, c = 2a, t)) (111) 
nM = 2·M(a, c = 2a, t) - 1 (112) 
M (a, c = 2a, t) = mM,t(t) · a + 1,365 (113) 
mM,t(t) = CMt,1· t
4 + CMt,2· t
3 + CMt,3· t
2 + CMt,4· t + CMt,5 (114) 
 
Tab. A9: Koeffizienten zur Bestimmung von mM,t  nach Gl. (114) für die Platte und den Hohlzylinder 
CMt,1 CMt,1 CMt,1 CMt,1 CMt,1 
1,7473e-16 -1,8765e-12 7,3663e-9 -1,2642e-5 0,0126 
 
11.5 Skripte zur automatisierten SIF-Bestimmung nach Kapitel 6.1   119 
11.5 Skripte zur automatisierten SIF-Bestimmung nach Kapitel 6.1 
 
Abb. 110: Schematische Darstellung des Aufbaus der Skripte zur automatisierten SIF-Bestimmung 
Beispielfunktionsaufruf für Szenario V1: 








11.5.1 Skript Dateneinlesen.m 
%% rein mechanisch 





































































































































































































































































11.5.2 Datei Mittelpunkte.m zur Bestimmung zusätzlicher Stützwerte 
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11.5.3 Bestimmung von Achsenabschnitten und Anstiegen 










11.5.4 Function-Datei Gesamtgleichung.m zur SIF-Bestimmung  









%% Thermische Belastung 
%% Grundfunktion 























    l=1; 
while k1{i}(l)<max(k1{i}) 
















































[mK1_180,nK1_180,my,mx] = Geradengleichung2(TEnd,Ka1_180); 
[mK1_900,nK1_900,my,mx] = Geradengleichung2(TEnd,Ka1_900); 
[mK1_1800,nK1_1800,my,mx] = Geradengleichung2(TEnd,Ka1_1800); 






























11.6 Skript zur automatisierten SIF-Bestimmung nach Kapitel 6.2 
Funktionsaufruf am Beispiel von Szenario V1 für die a/c-Verhältnisse 1; 0,75 und 0,5: 















Die Dateien DateneinlesenM.m und DateneinlesenN.m sind analog zur Datei Dateneinlesen.m 
aus Kapitel 11.5.4. Bei der Bezeichnung der Textdateien muss jedoch vermerkt sein, ob es 
sich um die den Anstieg oder den Achsenabschnitt handelt. 
11.6.1 Hohlzylinder 
11.6.1.1 Function-Datei GesamtgleichungM.m 








options = struct('MaxFunEvals',2000000000,'MaxIter',20000 














while y(l)>min(y)&& l<length(y) 
    l=l+1; 
end 








































    [pmpC(i),pnpC(i)] = Geradengleichung(TEnd,pPP(i,:)); 
    p(i)=pmpC(i)*Tend+pnpC(i); 















[mK1_180,nK1_180,my,mx] = Geradengleichung2(TEnd,Ka1_180); 
[mK1_900,nK1_900,my,mx] = Geradengleichung2(TEnd,Ka1_900); 
[mK1_1800,nK1_1800,my,mx] = Geradengleichung2(TEnd,Ka1_1800); 
























11.6.1.2 Function-Datei GesamtgleichungN.m 
Die Datei GesamtgleichungN.m sieht grundsätzlich identisch zur Datei GesamtgleichungM.m 
aus. Die Dateien unterscheiden sich nur durch die in 11.6.1.1 rot markierten Passagen, die hier 






while y(l)<max(y)&& l<length(y) 
    l=l+1; 
















Für die Platte unterscheidet sich lediglich der erste Abschnitt der Dateien Gesamtglei-
chungM.m und GesamtgleichungN.m von dem des Hohlzylinders: 
%% Grundfunktion 










    k1{i}=Ka{i}-Ka{i}(1)*ones(length(Ka{i}),1); 
end 








11.7 Parameter der Rissgeschwindigkeitskurven 
Tab. A10: Parameter der PARIS-Gleichung (PÜ = 90%; R = 0,1) [98] 
T [°C] 20 150 300 400 500 600 
mP 2,45 2,53 2,61 2,92 2,29 2 














130    11 Anhang 
Tab. A11: Parameter der FORMAN/METTU-Gleichung (PÜ = 90%; R = 0,1) [98] 






nFM pFM qFM 
20 2,50 1,69 4,92e
-7
 1,56 1,03 1,00 
300 3,74 -0,40 2,00e
-7
 1,82 0,77 1,26 
400 2,44 0,83 7,79e
-7
 1,70 1,16 0,87 
500 2,82 0,58 2,97e
-6
 1,30 1,03 0,74 
600 3,94 -0,70 2,97e
-6
 1,56 0,90 0,74 
 
Tab. A12: Experimentell ermittelte Risszähigkeiten bei unterschiedlichen konstanten Temperaturen für  
X20CrMoV12-1 [99] 
T [°C] 20 300 400 500 600 
KI,C [MPa√m] 87,77 72,35 49,26 37,16 32,12 
 
 
